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Capitulo 1

Introduccion

El Procesamiento Digital de Senales (PDS) es un édrea de la ciencia y la ingenieria que se ha
desarrollado rapidamente desde la segunda mitad del siglo XX. Tanto los aportes tedricos
como de aplicacién contintian extendiéndose desde y hacia varias areas del saber. Los avances
en el procesamiento y compresion de audio y video, asi como las nuevas tecnologias en
comunicaciones digitales (telefonfa celular, modems ADSL, etc.) son quiza los ejemplos de
aplicacion mas representativos del PDS.

1.1 Senales

Para definir las tareas del PDS se requiere primero precisar el concepto de senal, considerada
aqui como aquella observacién de una magnitud fisica en funcién de variables independientes
de tiempo y espacio, realizada de tal modo que la senal contenga informacién de los procesos
observados.

En general, toda senal contiene informacién que se desea extraer o modificar de acuerdo a los
requisitos de cada aplicacion particular. Sismografos, por ejemplo, registran senales sismicas
que contienen informacién sobre intensidad y caracteristicas espectrales de los sismos, con
ayuda de las cuales pueden determinarse entre otras cosas la ubicacién de epicentros y la
naturaleza de los sismos. Las senales electrocardiograficas permiten al médico determinar el
estado del corazon de sus pacientes.

Tabla 1.1: Caracteristicas de las senales

Caracteristica Valores

Numero de variables una variable multiples variables
Dimensionalidad escalar vectorial (multicanal)
Variables independientes discretas continuas
Valores de la senal discretos continuos
Naturaleza estadistica deterministas aleatorias




2 1.1 Senales

La tabla 1.1 resume las caracteristicas utilizadas para clasificar las senales. Las senales son
representadas por funciones matematicas de una o mas variables. Una senal de voz, por
ejemplo, puede representarse como una funcién de una variable temporal f(t), imdgenes se
pueden considerar como funciones de dos variables espaciales f(x,y), y video como una senal
espacio-temporal f(z,y,1t).

Las funciones pueden ser ademas escalares o vectoriales. Sila voz se captura con un micréfono
monofénico, la senal eléctrica de salida tendré por ejemplo un solo valor de tension eléctrica
en cada instante de tiempo. Por otro lado, un electroencefalograma provee un conjunto o
vector de senales eléctricas provenientes de los diferentes electrodos para cada instante ¢:

£(t) = [A) L) .. f0)]

Otro ejemplo de senales vectoriales utilizadas frecuentemente en ingenieria son las imagenes
en color, en las que cada elemento de la imagen o pizel se representa como un vector en
un espacio de color, donde las componentes del vector pueden, por ejemplo, representar los
valores de los colores primarios rojo, verde y azul. A cada una de las componentes de las
senales vectoriales se les denomina usualmente canales y por lo tanto a la senal se le denota
como multicanal.

Las variables de las que depende la senal pueden ser discretas o continuas. La salida de
un foto-transistor puede, por ejemplo, ser obtenida en todo instante de tiempo ¢ (variable
continua), mientras que el nimero de llamadas realizado por hora es una senal que el ICE
puede generar para instantes discretos de tiempo nT" distanciados por un intervalo de T' =
1h (variable discreta). Los puntos donde la variable independiente de una senal discreta
estd definida no deben ser necesariamente equidistantes; sin embargo, usualmente este tipo
de distribucién homogénea de las muestras se utiliza por su conveniencia computacional y
manejabilidad matematica.

Los valores que puede tomar una senal pueden ser también discretos o continuos. Asi, el
voltaje del fototransistor puede tomar cualquier valor real en un intervalo, mientras que el
numero de llamadas es siempre un valor entero. También los valores de una funcién discreta
pueden ser equidistantes o seguir otros patrones mas complejos (como el logaritmico). El
término digital se utiliza para senales de variables independientes discretas y de valores
discretos, mientras que analdgica es una senal con variables independientes continuas y
valores continuos. El andlisis matematico involucrado en el tratamiento de senales digitales
pueden simplificarse si se realiza a través de funciones de valor continuo y variable discreta,
llamadas usualmente senales en tiempo discreto, por representar la variable independiente
generalmente instantes de tiempo definidos. Este sera el enfoque utilizado en este documento.

Un dltimo criterio de caracter matematico para clasificar las senales es su naturaleza es-
tadistica: las senales pueden ser deterministas si puede especificarse con precisién la forma
de la funcién. Por ejemplo, para senales deterministicas definidas en el tiempo, sus valores
en el pasado, presente y futuro son siempre conocidos (por ejemplo, una senal senoidal). Por
otro lado, las senales aleatorias o estocasticas solo permiten una descripcion aproximada de
la forma de su funcidén, por tener asociado un comportamiento impredecible (por ejemplo,
un generador de ruido, una senal sismica, una senal acustica de voz).
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1 Introduccion 3

Asociado a la naturaleza estadistica de la senal se distingue ademas entre senales estaciona-
rias y no estacionarias. Las senales estacionarias son aquelas cuyos parametros estadisticos
no varian en el tiempo, lo que de ninguna manera implica que el valor de la senal se cons-
tante. Por otro lado, la senales no estacionarias tienen parametros estadisticos que varian
en el tiempo.

En el presente texto se estudiaran senales de una variable, de valor escalar, digitales y de na-
turaleza determinista. En cursos de procesamiento de imagenes se extienden los conceptos a
senales vectoriales (usualmente tres dimensiones) de dos variables discretas espaciales (z,y).
El andlisis de senales estocasticas es tema usual para cursos de posgrado; sin embargo, es en
este curso introductorio donde se presentan todas las bases necesarias para comprender los
conceptos avanzados.

En principio las senales pueden corresponder a cualquier tipo de magnitud fisicas observada;
sin embargo, por medios electrénicos solo senales eléctricas pueden ser procesadas, por lo que
usualmente se requieren transductores o sensores que realicen la correspondiente conversion.

1.2 Sistemas

El término sistema denota a una coleccién o conjunto de elementos interrelacionados que
conforman un todo unificado. Su raiz etimoldgica es el término latino systéma, que a su vez
proviene del griego ovoTnua relacionado con los conceptos combinar e instalar.

Un sistema puede formar parte de otro sistema de mayor nivel, en cuyo caso al primero se
le denomina subsistema del segundo. Los diferentes subsistemas intercambian por lo general
informacion, materia o energia para lograr algin objetivo. Los términos senales de entrada
o de salida se utilizan entonces para abstraer ese flujo de informacién, materia o energia en
el concepto matematico de funciones.

El sistema entonces puede interpretarse como un conjunto de subsistemas que logran trans-
formar una senal en otra. Estos dispositivos pueden ser entes fisicos, como un circuito
electronico, o virtuales, como algoritmos implementados en software.

En la literatura actual se tiende a diferenciar entre dos tipos de tareas de los sistemas:
procesamiento y andlisis. Se dice que un sistema procesa una senal si la senal de salida tiene
las mismas caracteristicas seméanticas de la entrada: por ejemplo, si la entrada representa una
senal de voz, la salida de un sistema procesador sera también voz aunque quizd modificada
para cumplir ciertos requisitos de la aplicacién. Se dice que un sistema realiza andlisis de la
senal, si la salida tiene otra naturaleza semantica a la entrada. Por ejemplo, un médulo de
un reconocedor de habla puede extraer de una senial de voz informacién sobre la presencia de
la vocal ‘a’ en ella. Usualmente el analisis de una senal se realiza a través de diversos pasos
de procesamiento de la senal, junto con tareas de reconocimiento o codificacion de patrones.

En resumen, el procesamiento digital de sefiales', abreviado PDS o DSP por sus siglas en
inglés (Digital Signal Processing) se refiere al proceso de modificacién de una senal digital

'En la literatura en castellano se encuentran los términos tratamiento o procesamiento de sefiales como
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4 1.3 Elementos de un sistema de procesamiento de senales

en un sistema, realizado para destacar o suprimir diferentes caracteristicas de la senal que
tienen algun significado especial para una aplicaciéon en particular.

1.3 Elementos de un sistema de procesamiento de senales

La mayoria de las senales en ciencia e ingenieria tienen una naturaleza analdgica, es decir,
tanto las variables independientes de las funciones que las representan como sus valores son
continuos. Matematicamente estas senales se representan como funciones f(t)

f R—TR

es decir, relaciones matematicas que mapean valores reales en valores reales. Este tipo de
senales pueden ser tratadas directamente utilizando sistemas analégicos, como por ejemplo
filtros pasivos o analizadores de frecuencia (figura 1.1).

Senal de Procesador Senal de
Entrada Analégico —— Salida
Analégica de Senal Analdgica

Figura 1.1: Procesamiento analdgico de una senal [15].

El procesamiento digital (figura 1.2) requiere transformar las senales de entrada a un formato
digital, es decir, a funciones f(n)
fZ—7.

Esto ocurre en una etapa llamada conversién analdgica-digital (A/D).

Senal de . Procesador . Senal de
Convertidor .. Convertidor .

Entrada ——— A/D Digital de D/A ——— Salida

Analdgica Senal Analdgica

Figura 1.2: Procesamiento digital de una senal analdgica [15].

La senal digitalizada es tratada luego en el procesador digital de senales, que puede ser desde
un computador de propésito general, pasando por sistemas empotrados basados en micro-
controladores, hasta circuitos digitales especificamente disenados para realizar las tareas de
procesamiento deseadas; sin embargo, las configuraciones programables tanto en software
como en hardware reconfigurable son las que han brindado al procesamiento digital una
flexibilidad inalcanzable con sistemas analdgicos equivalentes. El vertiginoso avance en la
electronica digital ha permitido el uso cada vez més generalizado de las técnicas digitales de

sinénimos. La preferencia de autores y traductores espanoles por el primero radica en la acepcién principal
de proceso en la variante dialectal ibérica como “causa civil o criminal”, que no se aplica tanto en Latino
América.
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procesamiento. En la actualidad hasta los mas pequenos teléfonos celulares utilizan algo-
ritmos de alta complejidad que hace tan solo 15 anos hubieran requerido computadores de
gran tamano y costo.

El dltimo paso del procesamiento digital consiste en convertir la salida del bloque procesador
a una senal analdgica, lo que ocurre en el llamado convertidor digital-analégico (D/A). En
muchos casos de modulos de andlisis de senal, la ultima etapa no es necesaria, pues la
informacion a extraer puede obtenerse facilmente de las representaciones digitales.

1.4 Ventajas del procesamiento digital sobre el analégico

Para poder representar una senal analdgica por medio de una senal digital sin que sufra
pérdidas de informacion considerables, la senal analégica debe ser digitalizada con una tasa
de muestreo suficientemente alta (esto se analizard con suficiente detalle en capitulos pos-
teriores). La tecnologia digital impone limites de velocidad de procesamiento, que, aunque
cada vez menos restrictivos, determinan los anchos de banda de senales que pueden ser tra-
tadas digitalmente. Es por esto que los sistemas analégicos siguen siendo irreemplazables en
aplicaciones con senales de anchos de banda en el orden de los gigaherz. En casos donde las
senales pueden ser digitalizadas sin perder informacién de forma considerable y se cuenta
con suficiente tiempo para realizar los calculos necesarios, es preferible utilizar un sistema
digital sobre su equivalente analdgico. Esto por varias razones:

Los sistemas digitales son usualmente méas baratos y confiables para el procesamiento de
senales. Como ya se menciond, pueden utilizarse sistemas programables, por lo que a través
de cambios en el software pueden modificarse o adaptarse sus caracteristicas, proveyendo asi
un alto grado de flexibilidad en el diseno. Ademas, las precisiones alcanzables con sistemas
digitales son usualmente mucho mayores que los circuitos analdgicos, en los que el error
acumulado en forma de ruido aumenta con cada etapa de procesamiento.

Un sistema digital funciona en toda su vida 1til exactamente de la misma manera, y la fabri-
cacion de dispositivos asegurara en todos ellos un comportamiento idéntico. Esto contrasta
con los disenos analégicos, donde las caracteristicas de los componentes, pasivos y activos,
varian con el tiempo y donde la tolerancia de cada componente alterara en alguna medida
el funcionamiento del sistema total. Ademas del envejecimiento de los circuitos, el funcio-
namiento de los sistemas analdgicos tiende a ser mas sensible a cambios en la temperatura
y a fuentes externas de interferencia que los sistemas digitales. En este sentido se dice que
los sistemas digitales son mas robustos que los sistemas analdgicos.

Otra ventaja de los sistemas de procesamiento digital tiene que ver con las posibilidades de al-
macenamiento. Los niveles de ruido introducidos en sistemas de almacenamiento analdgicos
(como cintas magnéticas) son extremadamente altos comparados con el almacenamiento
practicamente sin pérdidas (excepto las introducidas por la propia digitalizacién) de senales
digitales. Por este motivo, con senales digitales es mas factible realizar los llamados pro-
cesamientos “fuera de linea” (off-line), donde el tratamiento de la senal se realiza en otro
tiempo al de la captura de la senal. Esto es muy t1til por ejemplo en astronomia, donde
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las altas cantidades de informacién capturadas por los radio-telescopios pueden ser entonces
analizadas mucho después de la adquisicion de datos, sin riesgos de producir conclusiones in-
correctas producto de imprecisiones del almacenaje. Otro ejemplo es el andlisis de imagenes
médicas, donde altos volumenes de informacion son analizados en procesos automéaticos o
semi-automaticos a posteriori en la detecciéon de enfermedades y el planeamiento de opera-
ciones quirurgicas.

Pero quiza una de las ventajas fundamentales del procesamiento digital es la complejidad
alcanzable por medio de algoritmos de software, para los cuales pueden incluso no exis-
tir equivalentes analdgicos. Debido a las consiguientes simplificaciones en los procesos de
disenio de sistemas digitales y considerando la predictibilidad en el incremento de las ca-
pacidades de procesamiento y memoria (por ejemplo, por medio de la Ley de Moore), se
acostumbra desarrollar los modernos y complejos algoritmos para el tratamiento digital de
senales utilizando equipos de alto costo y tal vez de dimensiones volumétricas que exceden
las limitaciones espaciales, puesto que se asume que en los proximos anos se podra integrar
y mejorar el hardware utilizado hasta satisfacer las expectativas de aparatos domésticos.
Como ejemplo, los nuevos estandares de codificacion de video del grupo MPEG necesitan
varios microprocesadores de ultima generacién para funcionar, y ain asi no alcanzan las
velocidades necesarias para desplegar los videos con la naturalidad deseada. Se parte del
hecho que en un corto plazo los prototipos actuales podran ser integrados y comercializados
hasta en sistemas portatiles.

1.5 Aplicaciones

1.5.1 Areas de aplicacién

Las aplicaciones del procesamiento digital de senal son hoy en dia incontables. Las mas
conocidas, pero no las tinicas, se resumen a continuacién:

e Aplicaciones automotrices
Control del motor, sistemas antibloqueo (ABS), sistemas de navegacién, analisis de
vibracién, etc.

e Electrénica de consumo
Radio y televisién digital, sistemas de video (DVD, Blue-Ray, etc.), juguetes educa-
tivos, instrumentos musicales, sistemas de impresién y despliegue, como monitores de
plasma, LED, LCD, etc.

e Industria
Control numérico, monitorizaciéon de lineas de potencia, robética, sistemas de seguri-
dad.

e Instrumentacion
Generacion de funciones, emparejamiento de patrones, procesamiento sismico, analisis
espectral, andlisis de transcientes.

e Medicina

Borrador: 22 de noviembre de 2010



1 Introduccion 7

Equipo de diagnéstico, monitorizacién de pacientes, protesis auditivas, visuales y
mecanicas, equipos de ultrasonido, tomografia, MRI, etc.

e Telecomunicaciones
Modems, ecualizadores de senal, codificadores y decodificadores, telefonia celular, mul-
tiplexacién, cancelacion de eco, repetidores de senal, compensacion de canal, modula-
ciones de espectro ensanchado, video-conferencia, cifrado de datos

e Voz/Habla
Verificacién de locutor, mejoramiento de senal, reconocimiento de habla, sintesis de
habla

El tratamiento de senales actsticas es utilizado entre otros en el almacenamiento y trans-
mision eficientes de sonido digital (MP3, OggVorbis, etc.), el procesamiento profesional de
sonido en industria musical y cinematografica, el manejo de senales de ultrasonido para ela-
boracion de imagenes médicas, o el procesamiento de voz humana, necesario para codificar,
encriptar, reconocer o sintetizar el habla.

El procesamiento de imagenes bidimensionales permite analizar las senales obtenidas por
medio de camaras industriales, hoy en dia frecuentemente encontradas en las lineas de pro-
duccién; ademas, el procesamiento de imégenes tomadas por satélite permiten identificar
entre otras cosas el tipo de uso del suelo, facilitan la construccién de mapas actualizados,
etc. Esta area es central en la codificacion y compresion de senales de video, tal y como los
establecen los estdndares MPEG (Motion Picture Expert Group).

El procesamiento de imagenes tridimensionales se utiliza por ejemplo en el andlisis y gene-
racién de imagenes de resonancia magnética (MRI), utilizadas en medicina como instrumento
de observacién de tejidos internos de un paciente, sin tener la necesidad de utilizar procedi-
mientos quirdrgicos.

Las técnicas modernas de andlisis permiten obtener mejores resoluciones y aumentar la con-
fiabilidad de la informacién producida por sonares y radares. Por otro lado, el estudio digital
de senales sismicas y volcanicas permite incorporar técnicas de simulacion y reconocimiento
de patrones que mejoran la prediccion de zonas y periodos de riesgo.

En los procesos de automatizacién industrial el procesamiento digital es en la actualidad
omnipresente, pues a pesar de que la mayoria de los sensores producen salidas analogicas,
estas son transformadas casi inmediatamente a senales digitales para permitir una trans-
misién méas confiable y sin mayores pérdidas a las unidades de procesamiento, para facilitar
la aplicacién de algoritmos de extraccién de la informacién de interés, y para hacer posible
la utilizacién de técnicas confiables de almacenamiento de la informacion, que puede ser la
base luego para el mejoramiento de los procesos productivos, en el calculo de costos, etc.

En la preparacién de senales para su transmisién y en su decodificacién y mejoramiento del
lado de los receptores, el procesamiento digital juega un papel cada vez mas importante.
Un ejemplo lo representan los médems utilizados actualmente para permitir enlaces de alta
velocidad a través de las lineas telefénicas de cobre, denominado ADSL (Asymmetric Digital
Subscriber Line), donde el procesamiento digital es utilizado para codificar y decodificar las
tramas y las senales de acuerdo a los estandares de modulacién digitales.

Borrador: 22 de noviembre de 2010
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1.5.2 Algoritmos

Conceptos algoritmicos clasicos del procesamiento digital, encontrados en las dreas de apli-
cacion anteriores son: compresion, cifrado, reconocimiento, identificacién, sintetizacion, eli-
minacién de ruido, estimacion espectral y filtrado, solo por mencionar algunos.

La compresion consiste en la reduccién de capacidad necesaria para almacenar o transmitir
una senal. En telefonia celular senal de la voz es comprimida para poder transmitirla en
anchos de banda relativamente pequenos, comparados con los utilizados en telefonia fija. Los
estandares MPEG contienen sofisticados algoritmos de compresion de imégenes que permiten
reducir en factores de 8 a 12 veces las senales de video.

El cifrado es necesario cuando la confidencialidad de la informacién en las senales debe ser
asegurada. Algoritmos complejos codifican la informacién de forma tal que solo el destina-
tario pueda decodificarla.

Tareas de reconocimiento intentan inferir de patrones en la senal, informacién contenida
de forma implicita. Por ejemplo, de una senal de voz puede reconocerse tanto el men-
saje hablado, como el hablante (reconocimiento de habla y de voz, respectivamente). En
iméagenes médicas pueden utilizarse algoritmos para reconocer tejidos malignos y benignos,
o en imagenes industriales pueden ser reconocidos caracteres, formas de productos, el en-
samblaje correcto de partes, etc.

La identificacion esta relacionada con el reconocimiento. Aqui no se intenta descubrir una
identificacién para el contenido de una senal, sino verificar que una identidad previamente
dada es compatible con la senal. Métodos de identificacion se utilizan, junto con la encrip-
tacion, en aplicaciones de alta seguridad.

La sintetizacion permite producir senales artificiales similares a aquellas generadas a través
de fenomenos fisicos. Es utilizada por ejemplo en la elaboracion de efectos actsticos e imi-
taciéon de instrumentos musicales en sintetizadores de sonido. Otro ejemplo es la sintetizacién
de voz humana, utilizada en interfaces avanzadas hombre-méquina.

Las senales transmitidas por canales analdgicos usualmente son perturbadas con ruido, es
decir, con alteraciones indeseables que no contienen ninguna informacién relevante para la
aplicacion. Por medio del procesamiento digital es posible aplicar diversos algoritmos que
permiten reducir el efecto de dichas distorsiones.

El filtrado es un concepto basico del procesamiento digital que forma parte de practicamente
cualquier otro algoritmo. El sistema que realiza esta tarea se denomina filtro, y permite el
paso de solo ciertas “componentes” de su senal de entrada, y bloqueando el paso de otras.
Algunos detalles seran presentados en los capitulos 4.5 y 7.

La estimacion espectral es utilizada en varias areas de las comunicaciones para encontrar los
rangos de frecuencias en que se concentra la energia de una senal (como en el caso del arriba
mencionado ADSL).
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1.5.3 Implementacién

El diseno de algoritmos para resolver las tareas mencionadas anteriormente se fundamenta
en teorias matemadticas que aseguran su funcionamiento bajo limitaciones pre-establecidas.
Para cada algoritmo se puede elegir aquella estrategia de implementacién que mejor satisfaga
los requisitos de una aplicacion particular. Esto puede involucrar

e plataformas de propdsito general, como un computador personal;

e plataformas empotradas, incluyendo teléfonos celulares, PDA, controles en maquinas,
etc.Segun sea la demanda computacional requerida, éstas plataformas se pueden basar
en

— microprocesadores de propésito general, o
— microcontroladores especializados en el tratamiento de senales digitales (PDS,
Procesadores Digitales de Senales)

e hardware reconfigurable, que se emplea en aplicaciones de alto desempeno, para el cual
los PDS no tienen suficientes prestaciones,

e circuitos integrados de aplicacién especifica (ASIC), utilizados si se espera una pro-
duccién en masa (como decodificadores del formato de audio Mp3)

e implementacion de circuitos de procesamiento en tiempo discreto.

En la udltima estrategia la senal nunca es convertida a un formato digital, pero se incluye
aqui por basarse su disenio en las teorias de andlisis de senales en tiempo discreto, a tratar
en este documento.

El desarrollo de tecnologias de implementacion de algoritmos ha tendido en los tltimos
anos a simplificar los procesos, de modo que utilizando lenguajes de alto nivel (como por
ejemplo el lenguaje C, o MatLab) sea posible obtener con los compiladores adecuados el
c6digo optimizado para el procesador particular utilizado o incluso la descripcion en VHDL
o Verilog del circuito que realiza la tarea descrita en C. Esto reduce costos al acelerar los
procesos de implementacion y evita el entrenamiento de los ingenieros en tecnologias cuya
vigencia se restringe a unos pocos anos. Sin embargo, en casos con restricciones criticas es
inevitable recurrir ya sea a la optimizaciéon de algoritmos en ensamblador del PDS empleado
o la optimizacion manual de los circuitos.

1.5.4 Casos

Los codificadores de voz (o codecs) utilizados en telefonia celular son un ejemplo de algorit-
mos complejos imposibles de realizar con circuitos analdgicos, al menos en el tamano de un
teléfono celular actual. En GSM, por ejemplo, la senal analégica adquirida por el micréfono
es muestreada a 8 kHz, con 13 bits por muestra, lo que equivale a 104 000 bit/s. Segun la
calidad deseada o disponible, la salida de los codecs reducen el ancho de banda a un rango
entre 4,75kbit/s y 13kbit/s, es decir, permiten factores de compresién de 21 a 8 veces.

Otro caso impresionante es el de los diversos algoritmos para compresion de video. Consi-
derando que una imagen de television tiene 320x200 pixels aproximadamente y cada pixel
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necesita 24 bits para ser representado digitalmente con suficiente precisién, entonces una
sola imagen necesita, sin compresion alguna, 187,5kB para ser almacenada. Un segundo
de video, asumiendo una frecuencia de 30 imagenes por segundo, necesitaria 5,6 MB. Una
pelicula que tarde 90 minutos requeriria entonces mas de 30 GB, lo que seria imposible de
almacenar en las tecnologias actuales de DVD. Solo con los sofisticados algoritmos de codifi-
cacion de video y sonido pueden almacenarse no solo la senal de video, sino varias versiones
acusticas en diferentes idiomas, y materiales adicionales con video y audio, en poco més
de 4 GB de espacio, con factores de compresion mas de 10 veces. La implementacién de
los codificadores y decodificadores se realiza en circuitos integrados de aplicacion especifica
tanto en las cdmaras comerciales, como en las unidades de DVD y Blue-ray.

Incluso los sistemas de transmisién de radio y television modernos estan cambiando de ser
completamente analdgicos a conceptos digitales. Los nuevos formatos de televisién de alta
definiciéon (HDTV) son completamente digitales, que no serfan practicos sin la presencia de
los algoritmos para el procesamiento y compresion adecuadas de las senales en cuestion.

Los discos Blue-Ray se utilizan para almacenar video apto para HDTV. Soportan el formato
1080p24, lo que implica una resolucién de 1920x 1080 pixeles con exploracién progresivaZ, asi
como una tasa de 24 cuadros por segundo. Una imagen tiene asi casi 2,1 millones de pixeles
que requieren un espacio de 5,93 MB de almacenamiento sin compresiéon. Esto implica que
para la tasa de 24 imagenes por segundo se requiere almacenar 142,4 MB por cada segundo
de video sin comprimir. La tasa de transmision de datos estandarizada para este formato
de HDTV es de 4,5MB/s, que es un factor aproximadamente 32 veces menor al de la senal
cruda (sin compresién). Las técnicas de compresién del video utilizan algoritmos de PDS
méas avanzados que sus equivalentes en un DVD, para lograr alcanzar dicha tasa y asi poder
almacenar todos los datos (video, texto, audio) en un disco con 25 GB de capacidad.

Medicina es quiza una de las areas que mas ventajas ha tomado del procesamiento digital
de senales. Las nuevas tecnologias de visualizacion de ultrasonido permiten por ejemplo la
reconstruccién de una imagen tridimensional del feto en el vientre de la madre, ayudando
asi al ginec6logo a tomar las precauciones del caso cuando algo no esté en orden. El manejo
digital de tomografias computarizadas y de imagenes de resonancia magnética permite la
visualizacién de tejidos internos en formatos legibles para los médicos. Los equipos més
modernos permiten incluso hacer uso de la llamada realidad aumentada, donde imagenes
reconstruidas a partir de las mediciones se superponen a las reales para guiar a los cirujanos
en operaciones delicadas.

La creacién de protesis cada vez mas complejas es también posible gracias a las técnicas de
procesamiento digital. El implante de céclea, por ejemplo, permite a personas sordas volver
a escuchar utilizando el andlisis digital de las senales actsticas obtenidas con un micréfono.
Similar a este tultimo se trabaja en la actualidad en los implantes de retina, donde complejos
algoritmos de PDS intentan transformar la senal capturada por una camara en impulsos
eléctricos que pueden ser acoplados al nervio éptico en el ojo de personas ciegas.

2la exploracién progresiva implica que la imagen se genera progresivamente linea por linea en un solo
cuadro, y es lo opuesto a la exploracion entrelazada, donde la imagen se genera a través de dos cuadros, uno
que contiene las lineas pares y otro con las impares.
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1.6 Problemas

Problema 1.1. Busque un ejemplo de senal para cada una de las 32 posibles combinaciones
de las caracteristicas de las senales indicadas en la Tabla 1.1.

Problema 1.2. Una senal puede clasificarse segin cinco criterios:

Numero de variables (Una variable o Multiples variables)
Dimensién del valor (Escalar o Vectorial )
Variables independientes (Discretas o Continuas )
Valores de la senal (Discretas o Continuas )
Naturaleza estadistica (Determinista o Aleatoria )

Utilice las letras mayusculas indicadas en negrita para identificar las caracteristicas de las
senales a continuacion. Si alguna caracteristica no se aplica o puede interpretarse con cual-
quier valor de la propiedad, indiquelo con .

Senal Caracteristica
0
=)
\ — —~
*
* —~
E)/ ~ * — E
n > - * ~
S IBlglo =
s 9 = o)
" o [ S
> 0 — 0 |75)
. = Q O | =
(<5} < o e}
Eleg|ls|2]=
N=} o= < P 177
Z |lal=|»= |/

Imagen tomada por una camara digital a color

Registro mensual de la posicién de
una bandada de aves migratorias

Senales de salida de un micréofono estéreo

Senal digital

Senal analdgica
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Capitulo 2

Senales y Sistemas de
Variable Discreta

2.1 Senales de variable discreta

Sea x(n) una senial de variable discreta, es decir, una funcién definida para n entero. La
figura 2.1 muestra una tipica representacion grafica de una senal de este tipo. A n se le
denomina nimero de muestra y a z(n) la n-ésima muestra de la senal.

x(n)

L[]

t > 0
1 lo 1 2 3 4 5 6

Figura 2.1: Representacién grafica de una funcién real de variable discreta x(n).

Nétese que x(n) no estd definida para n no entero. Un error comun es considerar que la
senal es cero “entre” las muestras, cuando en realidad alli simplemente la funcién no esta
definida. La suposicion de que la senal es cero entre muestras es valido solo para una senal
de variable real z(t), que es otro concepto diferente.

Ademas de la representacion grafica se utilizan aqui otras tres notaciones:

1. Funcional:

1 paran =1
z(n)=4¢5—n para2<n<4
0 el resto
Esta representacion es la forma mas compacta de representar senales cuyo comporta-

miento puede ser expresado directamente por expresiones algebraicas cerradas.
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14 2.1 Senales de variable discreta

2. Tabular
n\ 1 01 2 3 4 5

xn)|... 00 1 3210
En programas computacionales como MatLab[12] u Octave[5] las senales se representan

con esta notacion, donde las dos filas de la tabla se interpretan como dos arreglos de
datos independientes.

3. Como secuencia.
Una secuencia de duracién infinita con el origen en n = 0 (indicado con “1”) se
representa como

x(n) = {...,0,9,1,3,2,1,0,...}
Si la secuencia es 0 para n < 0 se suele representar como
z(n) = {(T), 1,3,2,1,0,...}
y si es finita
z(n) = {(T), 1,3,2,1}
Si la secuencia inicia en cero, entonces usualmente se omite la flecha:
z(n) ={0,1,3,2,1}

Por su brevedad y simpleza notacional, ésta serd la representacion de senales de prefe-
rencia en el presente texto.

2.1.1 Manipulaciones elementales de senales de variable discreta

Se describen a continuacion algunas transformaciones elementales para senales de variable
independiente discreta (o tiempo discreto). Estas transformaciones son la base de operacio-
nes mas complejas en el procesamiento digital de senales y se utilizaran a menudo en éste y
los siguientes capitulos.

Desplazamiento
La sefial z(n) se desplaza k muestras sustituyendo la variable n por n — k. Si k > 0 la senal
se retarda k& muestras y si k£ < 0 la senal se adelanta k£ muestras.

En la manipulacién fuera de linea (off-line) ambos tipos de desplazamiento son posibles; sin
embargo, en sistemas de tiempo real o en linea (on-line), solo el retraso de la funcién es
realizable.

Ejemplo 2.1 Utilizando desplazamientos exprese el escalén unitario u(n) en términos de
una suma de impulsos d(n) desplazados.

Solucién:
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u(n):5(n)+5(n—1)+5(n—2)+...225(71—2')

Reflexion

Consiste en “plegar” la senal z(n) en el instante n = 0, sustituyendo la variable n por su
inverso aditivo —n.

Notese que las operaciones de reflexion y desplazamiento no son conmutativas, es decir, no
es lo mismo reflejar una senal y luego retardarla £ unidades que retardar la senal y luego
reflejarla, puesto que:

2l(=n) = k) (=0 — k) # o(—(n — k) = a(=n+ k)

-~

~
Reflexién, Desplazamiento,
Desplazamiento Reflexién

Escalado de variable o submuestreo

En el escalado de variable o submuestreo (en inglés downsampling) se sustituye la variable
discreta n por kn con k € INT.

Si la senal analdgica original z,(t) fue muestreada de forma homogénea con el intervalo de
muestreo 71" entonces x(n) = x,(nT’), de donde se deriva que x(kn) = x,(n(kT)). Esto
implica que el submuestreo equivale a utilizar un intervalo de muestreo de mayor duracion,
igual a KT

Suma, multiplicaciéon y escalado de secuencias

Todas estas operaciones afectan la amplitud de las muestras de una secuencia.

e Escalado de amplitud: y(n) = Ax(n)
e Suma de secuencias: y(n) = z1(n) + xa2(n)

e Producto: y(n) = z1(n)xz(n)

Ejemplo 2.2 Dadas las secuencias
zr1(n) =u.(n) ={0,1,2,3,4,5,6,...}
zo(n) = (—=1)"u,(n) = {0,-1,2,-3,4,-5,6,...}
z3(n) = {0,0,1}
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16 2.1 Senales de variable discreta

Calcule la secuencia

z4(n) = 2232 —n) — 1(2n — 1) + 22(4 — n)u(n)

Solucién: El primer término 2x3(2 — n) corresponde a una reflexiéon seguida por un atraso
(de la reflexion), escalado por un factor 2. Esto resulta en

224(2 — ) = {2}

El segundo término representa un submuestreo retrasado:
r1(2n—1) = {9, 1,3,5,7...}

El primer factor del tercer término contiene una inversién atrasada:

w4 =n)={...6,-5,4,-3,2,-1,0}

y al multiplicarlo por el escalén unitario u(n) se eliminan todas las muestras anteriores a
n=0:
$2<4 - n)”(”) = {ZTl’ _37 27 _17 0}

Finalmente, se deben combinar estos tres resultados parciales aditivamente:

z4(n) = {§’ —4,-1,-6,-7,-9,—11,—13...}

2.1.2 Clasificacion de senales de variable discreta

La tabla 2.1 presenta cinco propiedades que caracterizan a las senales de variable discreta.

Tabla 2.1: Propiedades de senales de variable discreta.

Propiedad Clasificacion

Energia Senal de energia Senal de potencia
Periodicidad Senal periddica  Senal aperidédica
Simetria Senal simétrica  Senal asimétrica
Acotacién Senal acotada Senal no acotada
Longitud Senal finita Senal infinita

Senales de energia y potencia

La figura 2.2 muestra el célculo de potencia instantédnea p(t) y de energia disipada e(t) en un
circuito eléctrico simple. El valor de resistencia R representa una constante que inicamente
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i(t) R R :
o(t) R e(t) = / p(7)dr e(t) = /_ _pr)dr

-5 wopar = F [t

Figura 2.2: Potencia instantdnea p(t) y energia e(t) de una senal analdgica.

repercutird en factores de escala de las funciones p(t) y e(t), es decir, el valor de R no altera
la forma de p(t) o e(t).

Usualmente, a las funciones de forma | f(t)|* se les denomina entonces funciones de potencia
de f(t) y a su integral hasta el instante ¢, [*_|f(t)|?dt, funcidn de energia de f(t), por la
similitud con las funciones de energia y potencia en el circuito mostrado (asuma por ejemplo

R=1Q).
De forma andloga, para una senal de variable discreta x(n) se define su energia total como

(o)

E= 3wl = 3 fom)f

n=—oo n=-—00

donde el uso de la magnitud de la senal permite aplicar la definicion a senales de valor
complejo.

Si E es finita entonces a z(n) se le denomina senal de energia. Muchas senales de energia
infinita poseen potencia promedio finita:

N
1 )
P lim sy 2 o)

En caso de que P sea finita, se dice que z(n) es una senal de potencia.

Si se define la energia Ey de z(n) en un intervalo finito como

Ex= ) le(n)f

entonces

N—oo

y la potencia promedio puede entonces también expresarse como

P = lim

E
N—c2N +1 N

con lo que se deriva que si E es finita entonces P = 0 y a su vez que si P > 0 entonces
E — 00, 0 en otras palabras, toda senal de potencia tiene energia infinita.
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2.1 Senales de variable discreta

Ejemplo 2.3 Especifique si el escalén unitario u(n), la rampa u,.(n) y la senal exponencial

x(n) = Ae’*™ son senales de energia o potencia.
Solucion:
1. Si z(n) = u(n) entonces
1 N
T 2
" 3
N
= 1
I N +1 1
= lim =
N—oo2N +1 2
lo que implica que u(n) es una senal de potencia.
2. Para la senal rampa unitaria u,(n) se tiene que
P=1
gyt 30 o
N
— L 2
R P
: 1 N(N+1)(2N+1)
= lim =
N—co2N +1 6
por lo que no es ni senal de energia ni senal de potencia al ser tanto £ como P infinitas.
3. La sefial x(n) = Ae?" A € IR, tiene una potencia media

A

— fim (VAP = A

N—co2N + 1

y es por lo tanto una senal de potencia.

Senales acotadas y no acotadas

Una senal z(n) se dice ser acotada (en inglés bounded signal) si existe un nimero real positivo
finito M tal que |z(n)| < M para todo n. Por el contrario, si la magnitud de cualquier
muestra es infinita, entonces la senal no es acotada. Esta propiedad es fundamental para el

concepto de estabilidad de sistemas, que se revisara con detalle posteriormente.
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Senales periddicas y aperiédicas
Una senal es periddica con periodo N (N > 0) si y solo si

z(n+ N) = xz(n), para todo n (2.1)
El valor mas pequenio de N para el que se cumple lo anterior se denomina periodo funda-

mental. Si no existe ningin N que satisfaga (2.1) la sefial es entonces aperiédica.

Se demostrara en la siguiente seccién como ejemplo particular que la senal z(n) = cos(27 fon)
es periddica si y solo si fy es un nimero racional fo = %, donde si k£ y N son primos relativos
entonces el periodo es exactamente V.

Si una senal periddica no toma valores infinitos (es decir, es una senal acotada) entonces es
a su vez una senal de potencia, por ser su potencia promedio finita e igual al promedio en

un periodo:
e,
P =5 L lelol

Senales pares e impares
Una senal es simétrica o par si

z(n) = x(—n) (2.2)
Se dice ser asimétrica o impar si

z(—n) = —x(n) (2.3)

en cuyo caso siempre debe cumplirse que x(0) = 0.

Astimase que toda senal z(n) se puede expresar como la suma de una sefial par z,(n) y otra
senal impar z;(n), de forma que

z(n) = z,(n) + x;(n) (2.4)
Considerando la naturaleza par e impar de las componentes se debe cumplir

#(—n) = 7y(—n) + x:(~n)
= 2,(n) — z:(n) (2.5)

Sumando y restando (2.4) y (2.5) se despeja
z(n) + x(—n)
Tp(n) = ——F—— zi(n) = ——F——— (2.6)
2 2
Ejemplo 2.4 Dada una senal xz(n) = {97 1,2} encuentre sus componentes par e impar.
Solucion:
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20 2.1 Senales de variable discreta

Para calcular la componente par se realiza la suma de la senal con su reflexién, y luego se
divide por dos:

x(n) = { 0, 0, (T), L, 2}
x(—n) = { 2, 1, (T)’ 0, 0 }
z(n)+z(-n) = { 2, 1, [T), L, 2}
ay(n) = 2l — 0 )2, 0, 1/2, 1 }

Para calcular la componente impar se le substrae la reflexién a la senal, y luego se divide
por dos:

x(n) = 0, 0, 9, L, 2}
x(—n) = { 2 1, ?, 0, 0 }
z(n)—z(-n) = { =2, -1, 9, L, 2}
Iz(n) = l"(")*;(*n) - { _17 _1/27 (T)a 1/27 1 }
Se comprueba directamente que se cumple x(n) = z,(n) + x;(n).

Senales hermiticas y anti-hermiticas

Una senal de valor complejo se denomina hermitica (simétrica conjugada o par conjugada)
si cumple

z(n) =x*(—n) (2.7)
de lo que se deduce que
[z(n)| = [x(—n)]
Re{z(n)} = Re{z(—n)}

es decir, tanto la magnitud como la parte real de una senal hermitica tienen simetria par.
Por otro lado

argx(n) = —argx(—n)
Im{z(n)} = —Im{z(-n)}

lo que indica que el argumento (dngulo o fase) y la parte imaginaria de una senal hermitica
son senales impares.

La senal es anti-hermitica (asimétrica conjugada o impar conjugada) si cumple
z(n) = —z*(—n) (2.8)
de lo que se deduce que

|z(n)| = [z(=n)]
Im{z(n)} = Im{x(—n)}
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es decir, tanto la magnitud como la parte imaginaria de una senal anti-hermitica tienen
simetria par. Por otro lado

argz(n) =7 — argz(—n)

que no tiene exhibe ninguna simetria, aunque si se multiplica ambos lados de la ecuacién
por dos se obtiene

2argx(n) = 2r — 2argx(—n)
2argz(n) = —2argz(—n)

es decir, el doble del angulo tiene simetria impar.

Para la parte real de la funcion anti-hermitica se cumple

Re{z(n)} = —Re{az(-n)}

es decir, tiene simetria impar. Asumase ahora que es posible realizar una descomposicion
lineal de cualquier funcién x(n) de valor complejo en una componente hermitica x(n) y otra
anti-hermitica xp(n), de forma que

z(n) = xp(n) + zp(n) (2.9)
Considerando la naturaleza hermitica y anti-hermitica de las componentes se debe cumplir

z*(—n) = 2", (—n) + 2 x(—n)

= zp(n) — zp(n) (2.10)
Sumando y restando (2.9) y (2.10) se despeja

wn(n) = 2 *295*(‘”) a(n) = (2.11)

2.2 Senales sinusoidales y el concepto de frecuencia

El estudio clasico de senales se basa en su representacion como combinacion de una serie
de senales elementales con un comportamiento conocido o predecible en los sistemas con
que se trabaja. En cursos anteriores se han introducido conceptos del anélisis de Fourier,
transformada de Laplace, donde las senales elementales se caracterizan por su frecuencia
y fase respecto a alguna referencia comun. El concepto de frecuencia sera revisado en
las siguientes secciones, donde se apreciaran las diferencias que existen entre los dominios
discreto y continuo. El punto de partida para el analisis seran la funciones sinusoidales,
como representantes espectrales “puras”.
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2.2.1 Senal sinusoidal continua

Una oscilacion arménica simple se describe matematicamente a través de la senal continua
[15]:
zo(t) = Acos(U +6), —oo<t<oo (2.12)

donde el subindice a indica que es una senal analégica. A representa la amplitud de la senal,
Q es la frecuencia angular en radianes por segundo (rad/s) y 6 es la fase en radianes. Es
también comun utilizar la frecuencia F' en ciclos por segundo o Hertz (Hz) con

Q=2nF
con lo que (2.12) se puede expresar como

z4(t) = Acos(2nFt 4+ 0), —oo <t < o0.

Si F' es constante, entonces x, es periddica
2o (t+T),) = z4(t)
con periodo fundamental 7, = 1/F (figura 2.3).

T,=1/F

Figura 2.3: Ejemplo de una senal analdgica sinusoidal.

2.2.2 Senal sinusoidal discreta

La senal sinusoidal en tiempo discreto se expresa como
z(n) = Acos(wn +6), —oo<n<oo (2.13)

con la variable entera n € Z (también denominada nimero de muestra), A la magnitud, w
es la frecuencia en radiantes por muestra y 6 la fase en radianes. De forma similar al caso
continuo, puede utilizarse w = 27 f para reescribir (2.13) como

xz(n) = Acos(2m fn+0), —oco<n<oo. (2.14)

En este caso las dimensiones de la frecuencia son ciclos por muestra, y tal como estas unidades
lo indican, usualmente tiene valores menores que la unidad. La figura 2.4 muestra un ejemplo

con f=1/12y 0 =mn/3.
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TR

Figura 2.4: Ejemplo de una senal sinusoidal discreta (w =7/6 y 6 = 7/3) [15].

Periodicidad de un sinusoide discreto

Por definicién una senal de variable discreta xz(n) es periédica con periodo N(N > 0) si y
solo si
z(n+ N) =uaz(n) paratodon (2.15)

El menor valor de N para el que se cumple (2.15) se denomina periodo fundamental. Una
senal sinusoidal de frecuencia f; es periddica si

cos (27 fo(N +n) + 6) = cos (27 fon + 0)
lo que se cumple solo si existe un entero k tal que
21 fo N = 2km

0, en otros términos

k

fo=+ (2.16)

que es siempre un nimero racional. Esto quiere decir, que una senal sinusoidal discreta con
un valor irracional de frecuencia no es periddica.

Para determinar el periodo fundamental de una senal sinusoidal se expresa su frecuencia
como en (2.16) y se simplifican los factores comunes de tal forma que k& y N formen nimeros
primos relativos. Por ejemplo si f; = 5/32 = 0,15625 el periodo fundamental es N = 32,
pero si la frecuencia es fo = 4/32 = 0,125 el periodo fundamental es N = 8 (figura 2.5). Esto
quiere decir que aun cuando los valores de frecuencia se encuentren relativamente cerca, sus
periodos pueden cambiar radicalmente.

Equivalencia de frecuencias en sinusoides discretos

Considérese de nuevo la senal sinusoidal cos(won + ). Es facil de obtener que:
cos ((wo + 2m)n + 0) = cos(won + 2mn + 6) = cos(won + 0)
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(a) (b)

Figura 2.5: Comparacién de dos frecuencias cercanas en seniales de variable discreta. (a) Fre-
cuencia f = 5/32, periodo N = 32. (b) Frecuencia f = 4/32, periodo N = 8. La
linea punteada denota una senal continua con frecuencia equivalente para simplificar
la comparacion.

por lo que todas las secuencias sinusoidales
zr(n) = Acos(wgn +6), k=0,1,2,...

con
Wi = Wwo + 2k

son idénticas. Por otro lado, las secuencias de cualesquiera dos senales sinusoidales discretas
con frecuencias en el rango —m < w < 7 (6 —% < f< %) son diferentes. Combinando los
resultados anteriores se obtiene que cualquier secuencia sinusoidal de frecuencia |w| > 7 (6
|f| > 3) tiene una sefial equivalente con |w| < 7 (6 |f| < 3). A las frecuencias |w| < 7 (6

1 . . . , 1
|f| < 3) se les considera frecuencias fundamentales y a las frecuencias |w| > 7 (6 |f| > 3)
se les denomina alias.

Equivalencia de frecuencias entre sinusoides continuos y discretos

Para analizar la relaciéon entre frecuencias continuas y discretas astimase que una senal
analogica x,(t) = cos(2mF't) se muestrea cada Ty unidades de tiempo para dar origen a la
senal en tiempo discreto z(n) = z,(nTs) = cos(2wfn). La igualdad es posible solo si los
argumentos de las senales cosenoidales son iguales, por lo que

o1 fn = 21 FnT,

y definiendo la frecuencia de muestreo Fy = 1/T; entonces
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de donde se deriva el nombre de frecuencia normalizada para f.

De modo similar se deriva para las frecuencias angulares con 2, = 27 F} que

w=2r—

Qs

Tasa maxima de oscilacion

Considérese ahora la secuencia sinusoidal zo(n) = cos(won) para el rango de frecuencias
wo € [0,7]. La figura 2.6 muestra algunos casos particulares como ejemplo. Se puede
apreciar que la tasa de oscilacién aumenta conforme la frecuencia aumenta.

z(n) z(n) z(n)
1 e
TS iR
wo =0 (f=0) wo =7/6 (f =1/12) wo =7/3 (f =1/6)
z(n) z(n)
wo =m/2 (f =1/4) wo =7 (f =1/2)

Figura 2.6: Secuencia sinusoidal con diferentes frecuencias.

Ahora, para analizar el caso de frecuencias angulares mayores que 7 considérese el caso
especial de w; = 2w — wy. Si wy € [0, 7] entonces wy € [, 27] de tal forma que si wy aumenta
wy disminuye.

Debido a que

x1(n) = Acos(win) = Acos((2m — wg)n) = A cos(—won) = xo(n)
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la frecuencia angular w; es un alias de wy. De aqui se concluye que si la frecuencia angular
aumenta de 7 hacia 27 la tasa de oscilacion se reduce, al representar estos alias frecuencias
que bajan de 7 a 0.

De forma similar al caso de senoides de variable continua puede utilizarse la identidad de
Euler en el caso discreto para introducir el concepto de frecuencia negativa:

z(n) = Acos(wn +0) = éej(‘“"w) + ge_j(“mw)
Debido a que las senales sinusoidales de variable discreta con frecuencias separadas por un
entero multiplo de 27 son idénticas, entonces todas las frecuencias en un intervalo [wg, wo+27]
representan todas las frecuencias existentes para estas senales. En otras palabras, el rango de
frecuencias distinguibles para sinusoides de variable discreta es finito con un ancho de banda
de 2. Usualmente se utilizan los rangos de frecuencias angulares w € [—m, 71| (f € [—%, %])
ow € 1[0,27] (f €[0,1]) y reciben el nombre de rango fundamental.

2.2.3 Exponenciales complejos relacionados armoénicamente

Las senales de variable continua
sp(t) = ekt — gi2mkFot B — 0 £1, 42

se denominan senales exponenciales relacionadas arménicamente.  El periodo fundamen-
tal de la senal s(t) es 1/(kFy) = T,/k, lo que equivale a una frecuencia fundamental de
kEy. Puesto que una senal periédica con periodo T,/k es también periédica con periodo
k(T,/k) =T, con k € Z entonces todas las senales si(t) tienen como periodo comun 7,,. El
nombre proviene de la relacién de estas funciones con las oscilaciones de una cuerda, que
tienen relaciones “armonicas” (mantienen los nodos externos fijos) cuando las frecuencias
son multiplos enteros de una frecuencia fundamental.

En este caso de variable continua, para ki # ks se cumple siempre que g, (t) # sy, (t), 0 en

otros términos, existe un nimero infinito de senales complejas relacionadas armdnicamente
con ej27rF()t

Para el caso de senales exponenciales complejas de variable discreta, puesto que son senales
periédicas solo si su frecuencia es racional, se escoge fo = 1/N y se define el conjunto de
senales relacionadas arménicamente como

sp(n) = elkwon = ei2nkfor ] — 0 41 42 ... (2.17)

A diferencia del caso continuo se tiene para k1 =k + N

. (k+N) o _kn o _kn

SkJrN(n) — €j27r NN e_]Qﬂ'NejQTCTL — €j27rN — sk(n)

Esto significa que en el caso discreto solo existen N senales complejas relacionadas arménica-
mente, donde todos los miembros del conjunto descrito en (2.17) tienen como periodo comuin

N muestras.
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2.3 Sistemas en tiempo discreto

A los dispositivos que operan sobre seniales de variable discreta (o tiempo discreto) se les
denomina sistemas discretos. En general, reciben una senal de entrada x(n) para producir
una senial de salida y(n). Se dice que el sistema transforma x(n) en y(n), lo que se expresa
como

y(n) =T [z(n)]
donde 7 [-] representa al operador de transformacion o procesamiento realizado por el sistema
sobre x(n) para producir y(n).

2.3.1 Descripcion entrada-salida de sistemas

La descripcién de entrada-salida define la relacién entre x(n) y y(n). La estructura interna
del sistema es desconocida o ignorada, es decir, el sistema se considera como una caja ne-
gra cuyo funcionamiento interno no interesa, sino el comportamiento especifico ante cierta
entrada (figura 2.7).

2(n) Sistema, (n)
Discreto y

Figura 2.7: Entrada-salida de un sistema discreto

Ejemplo 2.5 Determine la salida de los siguientes sistemas para la entrada

3—|n| para —2<n<2
z(n) =
0 en el resto

L. y(n) = z(n)

2. y(n) = =z(n - 2)

3. y(n) =z(n+1)

4. y(n) = 3z +1) + 2(n) +x(n - 1)]
5. y(n) = max{x(n+1),z(n),z(n — 1)}
6. y(n) = Zk*—oo (k)

Solucién:
1. Alsistema y(n) = z(n) se le denomina identidad, pues su salida es idéntica a la entrada:
y(n) = {1.2.3.2,1}
2. El sistema y(n) = z(n — 2) retarda la entrada dos muestras: y(n) = {%, 2,3,2,1}.

3. El sistema y(n) = z(n + 1) adelanta la senal una unidad y solo puede ser realizado
fuera de linea, por ser imposible en un sistema de tiempo real determinar el valor de
una muestra en el futuro: y(n) = {1,2,3, %, 1}.
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4. El filtro de media mobil y(n) = 3 [z(n + 1) + 2(n) + x(n — 1)] calcula el promedio de
tres muestras: y(n) = {1/3,1,2,7/3,2,1,1/3}.
T

5. El filtro de rango y(n) = max{z(n+ 1),z(n),z(n — 1)} entrega el valor méximo de
la muestra actual, la anterior y la futura: y(n) = {1,2, 3, ?, 3,2,1}. Este filtro puede

considerarse como filtro paso bajos.
6. El acumulador y(n) = > 7 x(k) realiza la “integracién” discreta de la entrada:
y(n) ={1,3, (TS, 8,9,9,...}. Néte que el acumulador puede reescribirse como

yin) = Y a(k) = i z(k) + z(n) = y(n — 1) + z(n)

En general, la salida y(n) en el instante n puede depender no solo de la muestra actual
x(n), sino también de la senal en instantes anteriores y posteriores a n. Ademads, la salida
de un sistema puede depender de un estado interno. Por ejemplo, en el acumulador y(n) =
y(n—1)+x(n) si una secuencia de entrada se aplica en dos instantes de tiempo distintos, las
dos reacciones del sistema difieren, dependiendo de la historia anterior del sistema “y(n—1)".
Para determinar la salida del acumulador en un instante ng es necesario conocer y(ng — 1).
El calculo de la secuencia de salida y(n) para todo instante n > ng tiene como condicion
inicial al valor y(ng — 1), que en cierta forma resume todo el pasado del sistema.

Si todas las condiciénes iniciales son cero se dice que el sistema estaba en reposo. Siempre
se asume que en n = —oo todo sistema estuvo en reposo. La salida de un sistema en
reposo puede expresarse entonces utilizando tinicamente la senal de entrada, puesto que por
definicion todas las salidas anteriores son cero.

En la literatura se encuentra el término condiciones de reposo iniciales (IRC, Initial Rest
Conditions) para indicar que se asume y(n) = 0 para n < ng donde la entrada deja de ser
cero justo en ng y x(n) = 0 para n < ng. Ademas, se utiliza el concepto de condiciones
de reposo finales (FRC, Final Rest Conditions) para indicar el caso contrario, es decir, se
asume que y(n) = 0 para n > ng, y la entrada se hace cero justo después de ng, es decir,
z(n) = 0 para n > ny.

Ejemplo 2.6 Determine la salida del sistema acumulador para la entrada z(n) = nu(n)
con condicién inicial y(—1) = .

Solucién:

y(n) = Z z(k) = Z x(k)—i—Zk:a n(n2—|— D
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Recuerde que

Yorok = 1 + 2 4+ 3 + ...+ n
Yorok = n + n—-1 4+ n-2 4+ ... + 1
2 p 0k = n+l + n+l + n+l1 + ... + n+l
250k = n(n+1)

n n(n+1

D=k = %

2.3.2 Diagramas de bloques

En el capitulo anterior se indicé que un sistema esta conformado por subsistemas, es decir,
bloques de procesamiento de sefial con tareas especificas dentro del sistema total. Este
concepto se aplica recursivamente, de tal modo que un subsistema se descompone a su
vez en otros subsistemas mas sencillos, que a su vez pueden estar constituidos por otros
subsistemas, y asi sucesivamente, hasta llegar a ciertos componentes elementales descritos a
continuacion.

Sumador

El sumador es un bloque sin memoria, que se representa como lo indica la figura 2.8. Tal y

Figura 2.8: Diagrama de un sumador.

como lo indica su nombre, su tarea es sumar dos senales o mas senales muestra por muestra.

Multiplicador por constante

El multiplicador por constante es un bloque sin memoria, que se representa como lo indica
la figura 2.9. Se utiliza para escalar toda una secuencia por un mismo factor.

z(n) y(n) = az(n)

Y2

Figura 2.9: Diagrama de un multiplicador por constante.
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Multiplicador de senal

El multiplicador de senal es un bloque sin memoria, que se representa como lo indica la
figura 2.10, y que genera una nueva secuencia a partir de los productos entre muestras de

z1(n)

Figura 2.10: Diagrama de un multiplicador de senales.

las senales de entrada correspondientes a un mismo instante n.

Retardador de un elemento

El retardador es un bloque con memoria de longitud 1, representado como lo indica la
figura 2.11. Es uno de los elementos de procesamiento digital mas utilizados. Su simbolo esta

x(n) ] y(n) =x(n—1)

—_— Z ————

Figura 2.11: Diagrama de elemento retardador.

muy relacionado con las propiedades de la transformada z que se analizaran posteriormente.

Adelantador de un elemento

El adelantador no es realizable fisicamente y solo existe en sistemas de tratamiento de senales
fuera de linea. Se representa como lo indica la figura 2.12.

2(n) y(n) = a(n+1)

| z —————

Figura 2.12: Diagrama de elemento adelantador.

Ejemplo 2.7 Realice el diagrama de bloques para

y(n) = Jy(n— 1)+ Jaln) + Sx(n—1)

Solucioén:

Noétese primero que esta expresion puede reescribirse de la siguiente forma:

y(n) = Jy(n = 1) + 5 (o) + o 1) (2.15)
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1
4

Figura 2.13: Diagrama de bloques de la ecuacion 2.18.

con lo que se deriva facilmente el diagrama mostrado en la figura 2.13.

2.3.3 Clasificacion de los sistemas discretos

Un sistema se dice tener una determinada propiedad, si dicha propiedad se cumple para todas
las senales de entrada posibles. Un contraejemplo basta para descartar que un sistema posea
una determinada propiedad. La tabla 2.2 resume las propiedades de sistemas discretos, que
se detallan a continuacion.

Tabla 2.2: Propiedades de sistemas discretos.

Propiedad Clasificacion

Memoria Sistema estatico Sistema dinamico

Varianza Sistema variante en el tiempo Sistema invariante en el tiempo
Linealidad  Sistema lineal Sistema no lineal

Causalidad  Sistema causal Sistema no causal

Estabilidad Sistema estable Sistema inestable

Sistemas estaticos y dinamicos

En un sistema estético, o sin memoria, la salida y(n) depende solo de la entrada x(n) en el
mismo instante n, y no de las entradas pasadas o futuras. Todos los otros casos son sistemas
dindmicos.

Si la salida y(n) depende de las entradas de z(n — N) a x(n) se dice que el sistema tiene
memoria de duracion N, donde N puede ser finita o infinita.

Por ejemplo, y(n) = ax(n) + nz?(n) + bz*(n) representa un sistema estatico, mientras que
y(n) = 1_,arxz(n — k) es un sistema dindmico.
Sistemas variantes e invariantes en el tiempo
Un sistema 7 en reposo es invariante en el tiempo o invariante al desplazamiento si y solo si
T T
x(n) = yn) = xn—k)—=yhn-k)
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En el diagrama de bloques de la figura 2.14 el sistema 7 es invariante en el tiempo si y solo
si la salida d(n) es cero para todas las entradas x(n) y para todos los valores de retardo k.

T - z_k

x(n) N\ d(n)
27k - T

Figura 2.14: Verificacién de la invarianza en el tiempo.

Ejemplo 2.8 Determine si los siguientes sistemas son o no invariantes en el tiempo:

1. y(n) =x(n) —x(n—1)
2. y(n) = z(n) cos(won)
Solucién:

El sistema y(n) = z(n) — x(n — 1) es invariante en el tiempo. Para demostrarlo se calcula la
respuesta del sistema en reposo a la entrada desplazada x(n—k), que resulta en yi(n) = z(n—
k)—xz(n—k—1). Larespuesta a x(n), retrasada k muestras es y(n—k) = x(n—k)—xz(n—k—1).
Como y(n — k) = yg(n) el sistema es invariante en el tiempo.

El sistema modulador y(n) = z(n) cos(wpn) es variante en el tiempo, puesto que su respuesta

ye(n) ax(n—k) es yp(n) = x(n — k) cos(wyn), y la repuesta a x(n), retardada k muestras es
y(n — k) = x(n — k) cos(wo(n — k)) que es diferente a yi(n).

Sistemas lineales y no lineales

Un sistema es lineal si satisface el teorema de superposicion, es decir, para cualesquiera dos
constantes aj, as y para toda sefal z1(n) y x2(n) se cumple

T [ar1z1(n) 4+ agz2(n)] = a1 7T [z1(n)] + a7 [z2(n)] . (2.19)

La figura 2.15 ilustra un esquema de verificacion de linealidad, donde el sistema es lineal si
y solo si para todo par de entradas z1(n) y z2(n) y para cualesquiera dos constantes ay, as
siempre la salidad d(n) es cero.

Como consecuencia de (2.19) todo sistema lineal cumple la propiedad multiplicativa o de
escalado

T [arz1(n)] = a1 7T [z1(n)] (2.20)
y la propiedad aditiva

T [z1(n) + 2(n)] = T [x1(n)] + 7T [22(n)] .
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z1(n) o

x2(n) —

Figura 2.15: Verificacion de linealidad.

El principio de superposicion puede generalizarse para M senales como

w(n) =Y aw(n) S y(n) = > axT [wx(n)

De la propiedad de escalado se deduce ademés que un sistema lineal en reposo con entrada
cero (x(n) =0, n € Z) debe tener como salida una senal nula y(n) = 0.

Si para un sistema la propiedad de superposicién no se cumple, entonces el sistema se dice

ser no lineal.

Ejemplo 2.9 Compruebe si los siguientes sistemas son lineales.

1. y(n) = nx(n)
2. y(n) = 2(n’)
3. y(n) = 2*(n)
4. y(n) = Az(n) + B
5. y(n) = e*™
Solucion:
1. Para el sistema 1 se obtiene primero la respuesta del sistema a una entrada igual a la

suma ponderada de dos senales x1(n) y z3(n), es decir, para una entrada total x(n) =
a1x1(n) + asxs(n) y se obtiene yr(n) = n(ajz1(n) + asxs(n)) = agnzi(n) + agnas(n).
Ahora, la suma ponderada de las salidas del sistema para x1(n) y xo(n) por separado
es ys(1) = g (n) + azge(n), con u(n) = nza(n) y ya(n) = nea(n), lo que es igual a
ys(n) = aynxi(n) + agnae(n). Como yr(n) = ys(n) se puede afirmar que el sistema
y(n) = nz(n) es lineal.

. Para y(n) = x(n?) las salidas yr(n) = a1x1(n?) + asz2(n?) y ys = a1x1(n?) + asze(n?)

son idénticas y por tanto el sistema es lineal.

. Para y(n) = 2%(n) la salida yr(n) = (a121(n) + asxa(n))? = a2zi(n) + adzi(n) +

2ayasw1(n)xo(n) y la salida ys(n) = afz?(n) + a3z3(n) evidentemente son diferentes y
por tanto el sistema no es lineal.

Para y(n) = Az(n) + B la salida yr(n) = A(aix1(n) + asza(n)) + B y la salida
ys(n) = Aayz1(n) + B + Azy(n) + B = Aajxi(n) + Azs(n) + 2B difieren para todo
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B # 0 y por tanto el sistema, a pesar de su apariencia, no es lineal.
5. Para y(n) = €*™ la salida yp = emm(Mtaw(n) — cuzm)eazz2(n) v g salida yg =

em#1(n) 4 00222(n) gon diferentes y por tanto el sistema tampoco es lineal.

Sistemas causales y no causales

Un sistema es causal si y(n) depende tdnicamente de las entradas presentes y pasadas
(x(n),z(n — 1),z(n — 2),...), vy salidas pasadas (y(n — 1),y(n — 2),...), pero no de las
entradas o salidas futuras (z(n+1),z(n+2),...; y(n+1),y(n+2),...). En caso contrario,
el sistema es no causal.

Sistemas que funcionan “en linea” deben ser causales por la imposibilidad de determinar el
valor de la entrada o la salida en el futuro.

A una senal z(n) que es cero para n > 0 y diferente de cero para n < 0 se le denomina
senial anticausal. Las implicaciones de la causalidad junto con la linealidad e invarianza en
el tiempo no son triviales, y se profundizara en ellas en los préximos capitulos.

Sistemas estables e inestables

Un sistema arbitrario en reposo se denomina estable de entrada acotada - salida acotada
(BIBO: bounded input — bounded output) si toda entrada acotada produce una salida acotada:

lz(n)| < M, < 00— |y(n)| < M, < 00, Vn€Z

Basta con que alguna entrada acotada produzca una salida no acotada (es infinita), para
que el sistema sea inestable.

2.3.4 Interconexion de sistemas discretos

Hay dos maneras fundamentales de interconectar sistemas discretos: interconexion en cas-
cada (o serie) e interconexién paralela (figura 2.16). La interconexién en cascada se
describe con sistemas de la forma:

y(n) = B[Tilz0)]] = Tfz(n)]

En general, el orden de los bloques para la conexion en cascada es relevante. Sin embargo, si
los sistemas son lineales e invariantes en el tiempo entonces 7. es a su vez lineal e invariante
en el tiempo, y 71[Z3[-]] = 72[71[]]. La interconexién en paralelo se describe por

y(n) = Tilz(n)] + Llz(n)] = Tlz(n)].
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= T
wm) L Tyl 2 3wl 2] 6 y(n)

- ’]’2 J
(a) (b)

Figura 2.16: Interconexién de sistemas discretos. (a) Cascada. (b) Paralelo

2.4 Analisis de sistemas discretos lineales e invarian-
tes en el tiempo

El analisis de sistemas se simplifica enormemente si estos son lineales e invariantes en el
tiempo (LTI: Linear and Time Invariant).

2.4.1 Técnicas de analisis

Existen dos métodos basicos para el anélisis del comportamiento de un sistema:

1. Descomposicion de la senal de entrada en senales elementales, cuya respuesta es cono-
cida.
2. Solucién de la ecuacion de diferencias.

La solucion de la ecuacion de diferencias se revisard en la seccién 2.5.

El concepto fundamental del andlisis de sistemas lineales por descomposicion es el siguiente:
supongase que la entrada x(n) puede expresarse como una suma ponderada de funciones
elementales {zx(n)}

z(n) = chxk(n)

k

donde ¢ son los coeficientes de ponderacién o pesos de la descomposicién de la senal z(n).
Si la respuesta del sistema en reposo a xx(n) es yx(n), es decir

ye(n) =T [z (n))]

entonces con la propiedad de linealidad se obtiene
y(n) =T lx(n)] =T [Z Ck-’lsz(”)] =Y aT o) =) cunl(n)
k k k

En otras palabras, si el sistema es lineal, la respuesta y(n) del sistema a una entrada x(n)
es igual a la suma ponderada de las repuestas yx(n) a cada una de las componentes xy(n)
en que se puede descomponer z(n), donde ademés los coeficientes ¢, de ponderacién de las
salidas corresponden a los coeficientes de ponderacion de la entrada.
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En esta descomposicion, la eleccion de las funciones elementales dependera de las carac-
teristicas de las senales a evaluar. Dos clases de funciones son usuales: impulsos (§(n — k))
y funciones exponenciales complejas e/“*", esta ultima utilizdndose frecuentemente en el lla-
mado andlisis frecuencial (ver capitulo 4). En los tltimos anos ha cobrado fuerza el uso de
otras familias de funciones elementales caracterizadas a partir de la teoria de wavelets, tema
que sin embargo excede el marco de este curso.

2.4.2 Descomposicion de una senal en impulsos

Utilizando impulsos desplazados como funciones elementales puede expresarse cualquier senal
x(n) como:

Ejemplo 2.10 Descomponga la senal
x(n) = {(T)’ 1,2,-1,—-1/2,1}

en sus impulsos.
Solucidn:

Esta senal puede expresarse como

x(n):1~5(n—1)+2-5(n—2)—1-5(n—3)—%-5(n—4)+1~(5(n—5)

2.4.3 Convolucion

Si se denota con h/(n, k) la respuesta del sistema a un impulso desplazado k unidades d(n—k)
B (n,k) =T [6(n — k)]

entonces la salida de un sistema lineal puede calcularse con las repuestas elementales a dichos
impulsos desplazados:

y(n) =Y ayrn) =) _x(k)l'(n,k)

k k
donde se han utilizado zx(n) = d6(n — k) como entradas elementales y por lo tanto los
coeficientes ¢ = x(k).

Si el sistema es ademés invariante en el tiempo, entonces con h(n) = 7 [0(n)] se tiene que
W (n,k) = h(n — k) y por lo tanto

Borrador: 22 de noviembre de 2010



2 Senales y Sistemas de Variable Discreta 37

que se denomina sumatoria de convolucion. Se dice entonces que la respuesta del sistema
LTI y(n) a una entrada z(n) es igual a la convolucién de z(n) con la respuesta al impulso
h(n).

Esto quiere decir que en un sistema LTI en reposo su respuesta a cualquier entrada puede
determinarse con solo conocer dicha entrada y la respuesta al impulso h(n).

El céalculo de la convolucién involucra cuatro pasos:

1. Reflexion de h(k) con respecto a k = 0 para producir h(—k).

2. Desplazamiento del origen de h(—k) hacia el punto n que se desea calcular.

3. Multiplicacion de z(k) y h(n—k) para obtener la secuencia producto v, (k) = x(k)h(n—
4. Suma de todos los valores de v, (k) para obtener y(n).

Los pasos del 2 al 4 deben realizarse para todo instante n que se deseé calcular.

Ejemplo 2.11 Determine la respuesta a la senal de entrada
z(n) = {%,2,3, 1}
de un sistema LTI con respuesta al impulso

h(n) = {1,%,1,—1}

Solucioén:

Siguiendo el procedimiento indicado, primero se calcula la reflexion de la respuesta al impulso
h(—k) ={-1,1, % 1}.

Los pasos siguientes se resumen en la tabla 2.3.

Con lo que resulta la senal de salida en

y(n) ={1, ZTL, 8,8,3,—2,—1}

Ejemplo 2.12 Para el caso en que la entrada x(n) y la respuesta impulsional h(n) sean de
longitud finita, calcule la longitud de la salida en términos de las longitudes de x(n) y h(n).

Solucién:

Una senal finita tiene longitud N si el intervalo mas pequeno con muestras diferentes de cero
tiene N muestras.

Asuma que los indices menor y mayor de la entrada z(n) son k; y ky respectivamente, y los
de la respuesta impulsional h(n) son [; y I (figura 2.17).

Borrador: 22 de noviembre de 2010



38 2.4 Analisis de sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo

Tabla 2.3: Ejemplo de convolucién de dos secuencias finitas.

2. Desplazamiento 3. Multiplicacion 4. Suma
por z(k) = {1,2,3,1}

h‘(_l _k):{_171727%} 071:{070707%707070} yflzl
h(0 — k):{—l,l,%,l} UOZ{O,O,%,Z,O,O} Yo=4
h(l —]{?):{—1,%,2,1} Ul:{07%147370} y1:8
h(2—]€):{—1,1,2,1} 02:{_1727&1} 92:8

T T
h(?’ - k):{(T),—l,l,Q,l} 032{97_27372} y3=3
h<4 - k):{97 07 _17 17 27 1} /04:{97 Oa _37 1} Ys=-
h’<5 - k):{970707_1717271} 052{970707_1} y5:'1
Tk ke T

Figura 2.17: Indices de las sefiales de entrada y repuesta impulsional.

La longitud de z(n) es entonces N, = ky — k; + 1, y la longitud de la respuesta impulsional
es thlf—li—i-l.

El desplazamiento menor n,,;, para el que puede haber salida es (figura 2.18):

Nomin = ki + 1

El desplazamiento mayor n,,., para el que puede haber salida es (figura 2.19):

Nimaz = kf + lf

La longitud de la senal de salida es entonces
Ny = Nunaz — Namin + 1
= (kp+1;) — (ki +1)+1+(1-1)
=ky—ki+1)+ (U -L+1)—1
=N, +N,—1

es decir, el resultado de la convolucién tiene una longitud que es tan solo una muestra menor
que la suma de las longitudes de las dos senales sobre las que ella opera. 2.12

En el ejemplo anterior se observa que para los valores n,,in ¥ Mmaz, €8 decir, los limites del
intervalo de muestras donde existe salida no nula, es irrelevante qué funcién representa la
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A z(k)
ks kr K
L h(n — k),
gy i K
Nomin = ki +1;

Figura 2.18: Menor desplazamiento para el que puede haber salida.

A (k)

k’L kf k
. ah(n—k)
- iy Ik
T%max = kf + lf>

Figura 2.19: Mayor desplazamiento para el que puede haber salida.

entrada y qué funciéon representa la respuesta al impulso del sistema. Esto indica cierta
simetria en la convolucién. Con un simple cambio de variables es posible demostrar que la
convolucién es de hecho totalmente conmutativa, y no solo el valor de sus indices:

[e.e] o0

y(n) = x(n) xh(n) = > x(k)h(n — k) = > x(n—m)h(m)
= > h(k)az(n— k)
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Ejemplo 2.13 Encuentre a través de la convolucién la respuesta de un sistema con res-
puesta exponencial al impulso:

h(n) = a"u(n), |a| <1.
ante el escalén unitario u(n).

Solucién:

nlne “con lo que se establece la relacién con los sistemas analdgicos

Obsérvese que a” = e
de respuesta exponencial hy(t) = e~/7 (figura 2.20). Para encontrar més detalles de esta
relacion astimase que la senal h,(t) se discretiza en el tiempo con un intervalo de muestreo

T:

T
ha(nT) — efnT/T ; enlna =lna=—=—=qg= efT/T
T
—— AW
— 1 —t/T —
Vent(t) = 0(t) O== | vea(t) Usdl e, T=RC

Figura 2.20: Circuito analégico con respuesta exponencial al impulso.

Puede observarse que este tipo de sistemas analdgicos solo permiten a > 0, mientras que los
sistemas discretos permiten ademéas a < 0 sin ninguna complejidad computacional adicional.

Para determinar la salida y(n) del sistema con la entrada escalén unitario u(n) se utiliza la
sumatoria de convolucion:

y(n) = Y w(n—k)h(k) = > uln—k)h(k) (2.21)
k=—0o0 k=—0o0
Puesto que las secuencias producto son 0 para n < 0 entonces y(n) = 0 para n < 0.

Evaluando entonces (2.21) para varios n se obtiene:
y(0) = h(0) =1
y(1) =h(0)+n(l)=1+a
y(2) = h(0) + (1) + h(2) =1 +a+a®

y(n) =) h(k)=) d*
k=0 k=0
Recordando
Son_gak =1 4+a +a®* +... +a®
ad i, a = a +a* +... +a" +a"™!

(1—a)d  ja* =1 —a"t!

Borrador: 22 de noviembre de 2010



2 Senales y Sistemas de Variable Discreta 41

con lo que se deriva

- 1 —qatt
Zak: 1—a

k=0

Si la| < 1 entonces lim a™** = 0 lo que implica que y(co) = 1. La figura 2.21 muestra un

n—oo 1-

ejemplo de la respuesta para a = 0,9.

[ ]
P 4

@)
@ f f n
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Figura 2.21: Respuesta al sistema exponencial con a = 0,9.

Noétese la similitud con la respuesta del sistema analdgico al escaléon continuo de la forma
k(1 —e~*/7). Mas tarde en el curso se retomaran estas similitudes. 213

2.4.4 Propiedades de la convolucién

Conmutatividad
y(n) = x(n) x h(n) = h(n) * z(n)
z(n y(n h(n n
(n) hn) y(n) (n) o(n) y(n)

Figura 2.22: Representacién de la propiedad de la convoluciéon de conmutatividad.

Asociatividad

[£(n) * ha(n)] * ha(n) = w(n) * [hn(n) * ha(n)]
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— h,l (TL) hg (TL) E— — hl(n) * hg (’fl) E—

\i

Figura 2.23: Representacion de la propiedad de la convolucién de asociatividad.

Distributividad
2(n) % [ha() + ha(n)] = 2(n) % hy(n) + 2(n) * ha(n)
> hl(n)
z(n) y(n) z(n) y(n)
— hi(n) + ha(n) ——
> ha(n)

Figura 2.24: Representacién de la propiedad de la convolucién de distributividad.

Las tres propiedades pueden generalizarse para mas de dos subsistemas.

2.4.5 Sistemas LTI causales

En un sistema causal la salida en n = ng depende solo de valores de entrada x(n) para
n < ng, es decir, de valores pasados. Como

00 [e's) -1
y(no) = > h(k)x(ng —k) = h(k)x(ng — k) + > h(k)z(ng — k)
k=—o00 k=0 F’d e — o0 N——
uestras Muestras
pasadas y futuras
actual

se deriva que h(k) = 0 para todo k < —1, pues solo asi la salida podré ser independiente de
entradas futuras. Dado que h(n) es la respuesta impulsional de un sistema LTI en reposo,
h(n) = 0 para n < 0 es condicién necesaria y suficiente para la causalidad. Un sistema es
causal entonces si y solo si h(n) =0, Vn < 0.

Si un sistema es causal entonces la convolucion puede simplificarse en

Generalizando, a una secuencia x(n) con z(n) # 0 para algin n < 0 se le denomina secuencia
no causal, y de lo contrario, secuencia causal. A secuencias con z(n) = 0 para n > 0y con
x(n) # 0 para alguna muestra con n < 0 se les denomina secuencias anticausales.
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Si tanto la entrada z(n) como la respuesta impulsional son causales, entonces la convolucién

=> h(k)x(n—k)=>_ x(k)h(n—

Notese que esta respuesta es a su vez causal, es decir, y(n) = 0 para todo n < 0.

se simplifica en:

2.4.6 Estabilidad de sistemas lineales e invariantes en el tiempo

Un sistema se dice estable si para toda entrada acotada su salida es también acotada:

lz(n)| <M, <oo — J|y(n)|<M,<oo Vn

Dada la convolucion

= > h(k)z(n— k)

k=—o00

y su valor absoluto

< S BBl < S k)

k=—o00 k=—o00

> h(k)az(n—

k=—0o0

n)| <M, Y |h(k)

k=—oc0

lo que implica que |y(n)| es acotada solo si

Sy = Z \h(k)| < oo

k=—o00

En consecuencia un sistema LTI es estable si su respuesta impulsional es absolutamente
sumable. Esta condicién es necesaria y suficiente.

Si h(n) no es absolutamente sumable entonces, derivado de lo anterior, deberia existir al
menos una entrada que produce una salida no acotada y por tanto el sistema es inestable.
Si para un sistema con respuesta al impulso h(n) se elige como entrada la senal

h*(=n) _
2(n) = | ) para h(—n) # 0
0 para h(—n) =0

basta entonces con demostrar que existe algin valor de n para el que y(n) no estd acotada
para concluir inestabilidad. Por ejemplo, calcilese y(0)

y(0) = > w(=k)h(k) = Z k G

k=—00 k=—o00 k=—o00
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Quiere decir que si h(n) no es absolutamente sumable (S, — 00) entonces la salida no es
acotada y el sistema es inestable.

La condicién > ;- |h(k)| < oo implica que h(n) tiende a cero cuando n — oo, lo que a su
vez implica que si la entrada x(n) es cero para todo n > ng entonces la salida tiende a cero
para n — oo:

y(no + N) = Zh z(ng+ N —k)+ > h(k)z(n+ N - k)
k*—a) , k=N
=0 (a:(r?)rzo,n>no)
= ly(no + N)| = | Y _ h(k)z(n+ N — k) gZ|h(k)|lx(n+N—k)J§MxZ|h(k)|

k=N k=N Y, k=N

Si N — oo entonces limy_.o > oy [R(k)| = 0 y de ahi que A}im y(no+ N) = 0.

Esto implica que en un sistema estable cualquier excitacion de duracién finita a la entrada
produce una respuesta transitoria, es decir, una respuesta cuya amplitud decrece y se anula
con el tiempo.

Ejemplo 2.14 Determine el rango del parametro a para el que el sistema LTT de respuesta
al impulso h(n) = a™u(n) es estable.

Solucioén:

El sistema es estable si

Dol =) la* =1+ la| +laf +
k=0 k=0

converge. Esto ocurre si y solo si |a| < 1y esta suma converge a

Z ja"] =
|a|

Ejemplo 2.15 Determine el rango de valores de a y b para los cuales el sistema LTT de

h(n):{a” n>0

" n<0

respuesta

es estable.

Solucién:
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La condicion de estabilidad es

o0 -1 00 o0 n o0
n n 1 n 0] 1
ZVL(”)’:ZV)' +Z|a’ :Zg +Z|a| :|b|—1+1—|a|
n=-—00 n=-—00 n=0 n=1 n=0
Converge Converge
si|b] >1 silal <1
El sistema es estable si |a| < 1y si [b] > 1. 215

2.4.7 Sistemas de respuesta finita e infinita

Es 1til distinguir los sistemas entre aquellos con una respuesta finita al impulso (FIR: Fi-
nite Impulse Response) y aquellos con respuesta infinita al impulso (IIR: Infinite Impulse
Response) por las consideraciones practicas que los distintos conceptos conllevan: la im-
plementacion de los primeros se puede realizar directamente, mientras que algunos de los
segundos pueden realizarse por medio de ecuaciones de diferencias.

Para los sistemas causales FIR la convolucion se reduce a

yn) = S h(R)e(n — k), B(k) =0, k<0 Ak> M (2.22)

k=0

El sistema se comporta como una “ventana” que solo permite ver M muestras para calcular
la salida. Se dice que el sistema FIR tiene memoria finita de M muestras.

2.5 Sistemas discretos descritos mediante ecuaciones

de diferencias

El célculo de la convolucion:

y(n)= Y h(k)z(n—k)

k=—00

solo es posible para sistemas FIR, puesto que en el caso de sistemas IIR se requeriria de una
memoria infinita para almacenar h(n), y un nimero infinito de multiplicaciones y adiciones
para calcular una sola muestra de la salida.

Las llamadas ecuaciones de diferencias permiten trabajar con sistemas I1R.

2.5.1 Sistemas discretos recursivos y no recursivos

Un sistema es recursivo si su salida en el instante n depende de valores anteriores de la
salida, y(n — 1),y(n —2),...:

y(n) =Fly(n—1),y(n—2),...,y(n — N),z(n),z(n —1),...,2(n — M)]
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donde F[-] denota una funcién cualquiera, y sus argumentos son las entradas y salidas
presentes y pasadas.

El sistema es no recursivo si solo depende de las entradas presentes y pasadas, mas no de
salidas pasadas:

Notese que los sistemas LTI FIR causales, cuya salida se expresa como la suma finita de
convolucién (2.22) no son recursivos.

— Flz(n),z(n —1),z(n —2),...,2(n — M)] |— Sistema no recursivo
z(n) |Fly(n—1),...,y(n - N) y(n)
x(n),...,xz(n — M)] '

Sistema recursivo

A

Figura 2.25: Diagrama de bloques de sistemas recursivos y no recursivos.

El lazo de realimentacién da origen a una diferencia fundamental en el cédlculo de la salida:
La salida recursiva debe determinarse en orden, pues para calcular y(ng) se necesitan todos
los N valores anteriores, mientras que en un sistema no recursivo las salidas anteriores no
son necesarias y se puede calcular un valor directamente para cualquier n.

Ejemplo 2.16 Determine una expresion recursiva para el sistema de media acumulativa.
Solucion:

El sistema de media acumulativa

1
V) = 1y 2o
€S I'eCllI'SiVO pues
(n+ Dy(n) = (k)
=ny(n—1) = i:x(k:)
S (D) = S (k) + 2(n) = ny(n — 1) + 2(n)
Y = —yln = 1) + — ()
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= —— (= 1) + () (2:23)

Noétense los coeficientes no constantes para la salida anterior y(n — 1) y la entrada actual

n 1 . . . . . .
z(n), que son 1 Y on respectivamente; estos implican que el sistema es variante en el

tiempo. La figura 2.26 muestra el diagrama de bloques correspondiente.

n+1

Figura 2.26: Diagrama de bloques del sistema de media acumulativa.

2.5.2 Sistemas LTI caracterizados por ecuaciones de diferencias
con coeficientes constantes

Los sistemas descritos por ecuaciones de diferencias con coeficientes constantes son una
subclase de los sistemas recursivos y no recursivos.

Considérese un sistema causal representado por (ver ademés la figura 2.27)

y(n) = ay(n — 1) + z(n)

y(n)

Figura 2.27: Diagrama de bloques de un sistema LTT.

que a pesar de su similitud con (2.23), difiere por la naturaleza de los coeficientes, lo que
tiene implicaciones sobre la invarianza en el tiempo. En este ultimo caso, el coeficiente a es
constante y el sistema es invariante en el tiempo. Para la media acumulativa, el coeficiente
es dependiente del tiempo y el sistema es entonces variante en el tiempo.

Evaltese ahora la respuesta de este sistema ante una entrada z(n) con z(n) =0, n <0, y
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con una condicién inicial y(—1):

y(0) = ay(—1) + x(0)
y(1) = ay(0) + (1) = a®y(—1) + az(0) + (1)
y(2) = ay(1) + 2(2) = a®y(—1) + a*z(0) + ax(1) + z(2)

Yzs (Tl)

El término y.;(n) depende de las condiciones iniciales y se obtendria si la entrada fuese cero
(zero input), como producto del estado inicial del sistema y de sus caracteristicas propias. A
y.i(n) se le denomina respuesta natural o libre del sistema, o también, respuesta a entrada
nula.

El término y,5(n) se obtiene cuando el estado del sistema es cero (zero state), es decir, con
una entrada z(n) cuando el sistema esté en reposo, y se le denomina respuesta en estado nulo
o respuesta forzada. Nétese que en el ejemplo y,5(n) puede interpretarse como la convolucién
de z(n) con la respuesta impulsional:

h(n) = a"u(n)

donde los indices son finitos por la causalidad de ambas senales z(n) y h(n).

Este ejemplo corresponde a una ecuacion de diferencias de primer orden, y es un caso par-
ticular de la ecuacién de diferencias:

y(n) = — Zakzy(n —k)+ Zbkﬂf(n — k)

o con ag = 1:

Z ary(n — k) = Z brr(n — k)

donde el entero N recibe el nombre de orden de la ecuacién de diferencias u orden del sistema.

Las condiciones iniciales y(—1),...,y(—N) resumen toda la historia pasada del sistema, y
son necesarias para efectuar el cdlculo de las salidas presentes y futuras.

Notese que la ecuacion de diferencias por si sola no describe un sistema, en el sentido de que
una entrada z(n) no produce una Unica salida: para cada conjunto de condiciones iniciales
se obtiene una salida particular. De este modo, un sistema es caracterizado tanto por la
ecuacion de diferencias como por las condiciones iniciales.

Anteriormente se introdujo la propiedad de escalado (2.20) de un sistema lineal, de la que
se deduce que un sistema lineal con entrada cero debe tener una entrada nula, puesto que
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de otro modo aparece una inconsistencia de escalado: multiplicando cualquier entrada con
cero, debe producir una salida multiplicada también por cero, que debe ser nula. Con el
esquema anterior compuesto de respuestas forzada y natural se nota que la respuesta natural
de un sistema descrito con una ecuacion de diferencias produce una salida a pesar de que la
entrada es nula, y por tanto viola la propiedad de escalado lo que indica que la ecuacién en
el caso general representa a un sistema no lineal.

El concepto de linealidad debe entonces replantearse como la satisfaccién de tres requisitos:

1. La respuesta total es igual a la suma de las respuestas de entrada nula y en estado
nulo (y(n) = Yzi (n) + Yzs (n))

2. El principio de superposicion se aplica a la respuesta en estado nulo (lineal en estado
nulo).

3. El principio de superposicion se aplica a la respuesta a la entrada nula (lineal a entrada

nula).

La redefiniciéon del concepto para cada una de las componentes de la respuesta permite
resolver las inconsistencias introducidas por las condiciones iniciales.

Ejemplo 2.17 Determine que un sistema descrito por la ecuacion de diferencias de primer
orden es lineal.

Solucioén:

1.

n

y(n) = ay(n — 1) +2(n) = ™ y(~1) + > d*a(n — k)

Con la entrada cero se obtiene:
y=i(n) = a"y(-1)

Con estado inicial cero se obtiene:
Yas(n) = Z a*z(n — k) = y(n) = y.:(n) + y.s(n)
k=0

2. Para z1(n),
Yo (n) = ) _dvai(n — k)
k=0
Para xo(n),

Yzso (n) = Z aka(n - k)
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n

Yss, (M) + Yusp(n) = Z a*zy(n — k) + Z a*zo(n — k)

= Zak (x1(n — k) + zo(n — k))

que equivale a la respuesta del sistema a x1(n) + z2(n) y, por lo tanto, el sistema es
lineal en estado nulo.
3. Con y.i, (n) = a" 1y (—1) ¥ yuip(n) = @ 1ya(—1), se obtiene

Yoir + Yoip = "y (1) + a"ya(—1)
= a" (1 (—1) + y2(-1))

que equivale a la respuesta de entrada cero del sistema con condiciones iniciales y(—1) =
y1(—1) + y2(—1), por lo que el sistema es lineal a entrada nula.

De forma similar, es posible demostrar que todo sistema descrito por una ecuacion de dife-
rencias con coeficientes constantes es lineal. Estos sistemas son a su vez invariantes en el
tiempo, al ser sus coeficientes constantes.

El estudio de estabilidad en sistemas de orden mayor a 1, requiere de otras técnicas que
seran estudiadas posteriormente. 2.17

2.5.3 Solucion de ecuaciones de diferencias con coeficientes cons-
tantes

El objetivo de solucionar la ecuacion de diferencias

Z ary(n — k) = Z brr(n — k) (2.24)

es encontrar la salida y(n) de un sistema para una determinada entrada x(n) dado un con-
junto de condiciones iniciales (o finales). Se puede asumir que la ecuacién de diferencias co-
rresponde a un sistema causal, o anticausal, para lo cual usualmente se plantea la ecuacion de
y(n) en términos de salidas anteriores o futuras, respectivamente. En el presente documento
se tratard el caso causal, que es el mas usual.

Si se tiene la ecuacién de diferencias més condiciones de reposo iniciales y(—1) = ... =
y(—N) = 0, se asume que se tiene un sistema causal. Por otro lado, la misma ecuacién
de diferencias junto a condiciones de reposo finales y(0) = y(1) = ... = y(N —1) = 0
caracterizan a un sistema anticausal.

Utilizando el llamado método directo, se asume que la solucién se compone de dos partes:

y(n) = yn(n) + yp(n) (2.25)
donde yp(n) es la solucidn homogénea o complementaria, y y,(n) es la solucion particular.
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La solucion homogénea de una ecuacion de diferencias

Para solucionar la ecuacién (2.24) se asume primero una entrada nula z(n) = 0, para asi
resolver:

> agy(n—k) =0 (2.26)

De forma andloga a la solucion de ecuaciones diferenciales, se asume que la solucién es de
forma exponencial:

yp(n) = A" (2.27)
Sustituyendo (2.27) como solucién tentativa en (2.26), se obtiene:

N

Z ak)\"_k =0

k=0

que se puede reescribir como:

NV a4 a2 4 fay A ay) =0

[ J
-~

polinomio caracteristico

El término entre paréntesis es llamado polinomio caracteristico y tiene en general N raices,
denotadas A1, Ao, ..., Ay, que pueden ser reales o complejas, apareciendo en el ultimo caso
como pares complejos conjugados, siempre y cuando los coeficientes {ax} sean reales. Algu-
nas de las raices pueden ser idénticas (de orden muiltiple).

Asumiendo que las raices son distintas, la soluciéon més general a la ecuacion de diferencias
homogénea es:

con los coeficientes de ponderacién Cy, que se calculan a partir de las condiciones iniciales
especificadas para el sistema.

Ejemplo 2.18 Determine la solucién homogénea para la ecuacion de diferencias de primer
orden:
y(n) + ary(n — 1) = z(n) (2.28)
Solucién:
Con z(n) =0y ys(n) = A" se obtiene:
N a A" =0
MM A4+ a) =0= )\ =—a;

y la solucién seria:

yp(n) = CA" = C(—ay)"
Sustituyendo en (2.28) para n = 0, junto con z(n) = 0, se obtiene:

y(0) + a1y(—=1) = 0 = y(0) = —ary(—1)
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y con y,(0) = C = —ayy(—1)
yn(n) = —ary(=1)(=a1)" = y(=1)(=a)""™ = y.i(n),n > 0

que corresponde ademas con la respuesta de entrada nula. 2.18

Ejemplo 2.19 Determine la respuesta a entrada nula del sistema descrito por la ecuacion
de diferencias homogénea de segundo orden

y(n) —3y(n—1) —4y(n —2) = 0.

Solucioén:

Suponiendo y,(n) = A", se obtiene:

AT = BN A2 = APT2(A 3N — 4) = A2\ — 4)(A + 1)

Por lo que la forma general de la soluciéon homogénea es:

yh(n) = Cl>\711 + 02)\3 = Cl(—l)n + 02(4)71

Para la respuesta a entrada nula se plantea:

3y(—1) +4y(=2) = C1 + C» (2.29)
(1)=3 (0) +4y(-1)

3(3y(—1) +4y(—2)) +4y(-1)

13y(—1) + 12y(—2) = —C1 + 4Cs

Sumando y(0) y y(1) resulta en

16y(—1) + 16y(—2)
)

Cy =
y considerando (2.29) se deriva ademds

3y(—=1) +4y(=2) - G2 = (4
16y(—1) + 16y(—2)
5)
4y(=2) —y(=1)
5)

3y(=1) +4y(=2) - =G

= () =

Finalmente
(=2 —y(-),
5

16y(—1) + 16y(—2)
)

4"

_1)” +

Si A1 es una raiz de multiplicidad m, entonces:

yh(n) = C1>\? + an/\? + an2)\7f + ...+ C’mnm_l)\? + Cm—i—l)\g +
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Ejemplo 2.20 Repita el ejemplo anterior para:

y(n) —4y(n —1) +4y(n —2) =0

Solucién:
Suponiendo y,(n) = A", resulta en el polinomio caracteristico
NTEA? — 4N +4) = A"H A -2)2 =0
por lo que la solucion general es
yn(n) = CLAT + CanAY, A =2
Se deja como ejercicio al lector demostrar que

yai(n) = [y(=1) —y(=2)]2""* + [y(=1) — 2y(=2)]n2""

La solucion particular de la ecuacién de diferencias

La solucién particular y,(n) debe satisfacer:

N M
Z aryp(n — k) = Zbkw(n — k), ag =1
k= k=0

0

lo que generalmente depende de la forma de z(n).

Ejemplo 2.21 Determine la solucién particular de

y(n) +ary(n —1) = z(n), |a1| <1 (2.30)
para x(n) = u(n)
Solucién:

Como z(n) es constante para n > 0, se asume que la solucién también es constante para
n > 0. La soluciéon particular es entonces:

yp(n) = Ku(n)

Sustituyendo esto en (2.30) se obtiene:

Ku(n) + a1 Ku(n — 1) = u(n) (2.31)
y para n > 1 esto equivale a:
K —+ alK =1
K(l + al) = 1
K= L
1 -+ aq
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Tabla 2.4: Forma general de la solucién particular para diversos tipos de senal de entrada

Senial de entrada Solucion particular

z(n) Yp(n)

d(n) 0
A(cte) K

AM™ KM"

A?’LM KQTLM—FKlnM_l—F...—{—KM
AnpM A"(Kon™ + KinM=1 4+ ..+ Ky)

{A C?S won} K coswgn + Ko sinwon
Asinwgn

lo que implica que la solucion particular es:

2.21

En el ejemplo anterior se asumio y,(n) como un escalén porque la entrada tenia esta forma.
Si x(n) fuera exponencial, y,(n) también lo serfa. Si z(n) fuera senoidal, entonces y,(n)
también lo seria. La tabla 2.4 muestra algunas formas de solucién particular para entradas
particulares.

Solucion total a la ecuacidén de diferencias

Por la linealidad de los sistemas descritos por ecuaciones de diferencias con coeficientes
constantes, la solucién total se calcula como la suma de las soluciones homogénea y particular
(2.25).

Las constantes {C}}, de la solucién homogénea, sin embargo, deben recalcularse para poder
satisfacer las condiciones iniciales.

Ejemplo 2.22 Determine la solucién total y(n),n > 0 de la ecuacién de diferencias y(n) +
a1y(n — 1) = x(n), con z(n) = u(n) y condicién inicial y(—1).

Solucién:

De los ejemplos anteriores se tiene:

1

— C — n —

?/h(”) ( al) ) yp(n) 1+ a
1

— CO(—a;)"

y(n) (—a1)" + 1+a
Con n = —1 se obtiene:
C 1 ai
—1)=—— — —1 =C
y( ) CLl—i_l—l—CLl:> aly( >+1—|—CL1
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y por lo tanto:
1 — (_al)n—i—l

() = (=)™ ty(=1) + —— T

Notese que el valor de C' depende no sélo de las condiciones iniciales, sino también de la
entrada. 2.22

2.5.4 Respuesta impulsional de un sistema recursivo LTI

En general, las condiciones iniciales de una ecuacién de diferencias ademas de obligar a la
revision del concepto de linealidad, tienen efecto sobre la invarianza temporal del sistema.
Esto obliga entonces a redefinir el concepto de respuesta impulsional.

La respuesta impulsional h(n) en sistemas recursivos es igual a la respuesta de estado cero
del sistema cuando la entrada xz(n) = d(n), es decir, para la respuesta impulsional siempre
se considera que el sistema esta inicialmente en reposo.

Por ejemplo, en el sistema recursivo de primer orden tratado anteriormente, la respuesta de
estado cero es:

y con z(n) = d(n), se obtiene:

Asi, su respuesta impulsional es h(n) = a"u(n), que coincide con lo calculado previamente.

En el caso general de sistemas recursivos LTI (considerados causales), la respuesta de estado
cero en términos de convolucién con una entrada causal se expresa como

Yes(n) =Y h(k)x(n — k) = h(n) *x(n), n>0

Si la entrada es un impulso, lo anterior se reduce a:
Yzs(n) = h(n) * 6(n) = h(n)

Con la entrada §(n), la solucién particular es cero, puesto que x(n) = 0 para n > 0.
Consecuentemente, la respuesta de un sistema a un impulso consiste en la solucién a la
ecuaciéon homogénea con los coeficientes C} determinados para satisfacer las condiciones
iniciales.
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Ejemplo 2.23 Determine la respuesta impulsional h(n) del sistema

y(n) —3y(n —1) —4y(n — 2) = z(n) + 2z(n — 1) (2.32)

Solucion:

En el ejemplo 2.19 se obtuvo:

y(n) = C1(=1)" + Co(4)", n >0 (2.33)

que corresponde también a la respuesta impulsional i(n), debido a que para x(n) = §(n), y,(n) =
0. Sustituyendo (2.33) en (2.32), y considerando que el sistema estd en reposo (

y(~2) = 0):

y finalmente

2.23

Cualquier sistema recursivo descrito por una ecuacién de diferencias lineal con coeficientes
constantes es un sistema IIR, pero no todo sistema IIR LTI puede ser descrito con estas
ecuaciones.

La respuesta impulsional de un sistema de orden N, descrito por una ecuacion de diferencias
lineal de orden N:

y(n) == agy(n —k)+ Y bex(n — k)

se obtiene a través de la solucion homogénea:

yn(n) =Y CeAp = h(n)

cuando las raices del polinomio caracteristico son distintas, donde los coeficientes {Cy} se
obtienen con las condiciones iniciales

Considerando que

oo

N
<Y NG I
n=0

k=1

N
> G
k=1

si [Ax| <1 para todo k, entonces > [A\x]" < 0o, y por lo tanto Y~ |h(n)| < co. Siuno o

Do) =)

mas de los |\g| > 1, entonces h(n) no es absolutamente sumable y en consecuencia el sistema
es inestable.
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Por lo tanto, un sistema IIR causal descrito por una ecuacién de diferencias con coeficientes
constantes, es estable si todas las raices del polinomio son menores que uno en valor absoluto.
Esto es asi atn con raices de multiplicidad m.

2.6 Correlacion

La correlacion es una operacion similar a la convoluciéon que se utiliza para medir la simi-
litud entre dos secuencias. Se aplica en diversas areas de la ingenieria como radar, sonar,
comunicaciones digitales, geologia, etc.

2.6.1 Autocorrelacion y correlacién cruzada

La correlacion cruzada de las secuencias x(n) e y(n), ambas reales y de energia finita, se
define como:

Tey(n) = Z z(k)y(k —n),n=0,£1,£2,...
k=—o00
o lo que es equivalente:
rey(n) = Y x(k+n)y(k),n=0+1,42, ..
k=—o00

El indice n es el parametro de desplazamiento o retardo en el tiempo, y los subindices xy
indican cudles senales han sido correlacionadas. De esta forma se tiene entonces que:

[e.9] o0

re(n) = Y yk)z(k —n) = Y y(k+n)z(k) = ryy(—n)

k=—00 k=—o00
Por lo tanto, ry,(n) es la correlacién r,,(n) reflejada con respecto a n = 0.
Noétese que exceptuando el paso de reflexién de una de las senales, la correlacion es idéntica

con la convolucién: se desplaza la segunda senal, se calcula la secuencia producto, y se
determina su suma. El lector puede demostrar que:

ray(n) = x(n) * y(=n)

Siy(n) = x(n), entonces se obtiene la autocorrelacion de x(n), que se define como la secuen-

Cla:
o] o)

ree(n) = Y a(k)z(k—n) = Y a(k+n)z(k)

k=—00 k=—o00
Si z(n) e y(n) son senales causales finitas de longitud N (esto es, x(n) = y(n) = 0,¥n <
0,n > N) la correlacién puede expresarse como:

N+min{0,n}—1

Txy(n) = Z x<k)y(k - n)

k=max{n,0}
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2.6.2 Propiedades de la correlacion

Sean z(n) y y(n) dos senales de energfa finita. La energia de la senal:
w(k) = ax(k) + by(k —n)

es:

[e.9] [e.9] [e.9]

Z laz(k) + by(k —n)]? = a® Z 22 (k) +b? Z y*(k —n) + 2ab Z x(k)y(k —n)

k=—o00 k=—o00 k=—o00 k=—o00

= a’1,,(0) + %1y, (0) + 2abr,,(n)

Nétese que r,,(0) = E, es la energfa de la sefial z(n) y r,,(0) = E, la energia de y(n).
Puesto que la energia es una suma de valores positivos debe cumplirse que:

a7 (0) + bQTyy(O) + 2abryy(n) >0

y suponiendo que b # 0, se obtiene dividiendo por b?:

o (0) (%)2 21 () () +70(0) 20

que se puede considerar como ecuacién cuadrética de variable (a/b) con coeficientes 7., (0),
2ryy(n) vy 7,,(0), que para ser no negativa requiere que el discriminante sea no positivo:

4[Tg2cy — 722(0)7 (0)] <0 = [rgy(n)] < \/ T2z (0)ryy (0) = / EL B,

y para y(n) = z(n):
’Tmm(n)| < Tm(o) =Lk,

es decir, la autocorrelacion alcanza su valor maximo para el retardo cero, cuando por decirlo
asi la senal es idéntica a si misma.

Un escalado de la senal por un escalar, escala la correlacién de la misma manera, y por
tanto carece en el andlisis de importancia por ser més relevante la forma de la correlacion.
Por ello en la practica se normaliza la correlacion para producir asi valores entre -1 y 1. La
autocorrelacion normalizada se define como:

B T2z ()
y la correlacién cruzada como:
Tay(n)
Pay(n) = =
! T2z (0)7(0)

Como 7,,(n) = ry,(—n), se cumple para la autocorrelacion r,,(n) = r.,(—n), es decir, es
una funcién par.

Borrador: 22 de noviembre de 2010



2 Senales y Sistemas de Variable Discreta 59

Ejemplo 2.24 Calcule la autocorrelacion de la senal:

z(n) =a"u(n), 0<a<l

Solucioén:

Paran > 0:

rez(n) = Zx(k)x( Zak b=n — g Z (a? g

k=n

N+1

y puesto que hm o =0 si a < 1 entonces

N—oo

o0

n_aN—i—l am
E = lim =
— Nooo 11—« -«

para n < 0:
) = Byl =) = 3ot =D (o)’
k=0 k=0
afn aln‘

1—a2 1—a2

y combinando ambas partes se obtiene:

a'n‘
1—a?

Tez(n) =

que es, como se predijo, una funcién par r,,(n) = ryz(—n). Con r,,(0) = % se obtiene la

1_
autocorrelacién normalizada:
) _ In
=aq
T22(0)

Prz(n) =

2.6.3 Correlacién de secuencias periodicas

La correlacién anterior fue definida para senales de energia. Si las senales z(n) e y(n) son
senales de potencia, su correlacién cruzada se define como:
1 M
rey(n) = lim ———— Z x(k)y(k —n)

M—>002M +1 !

y la autocorrelacion de una senal de potencia como:

M

, 1
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Si las senales son periddicas con periodo N, entonces este promedio puede calcularse en un
solo periodo:

=2

Tay(n) = N x(k)y(k —n)

b
Il

En la practica se utiliza la correlacién para encontrar periodicidades en senales fisicas alte-
radas por interferencias aleatorias.

Si por ejemplo y(n) = x(n) + w(n), donde z(n) es periédica y w(n) es una senal aleatoria,
entonces la correlacion es:

Tyy(n) % Z y(k)y(k —n)
1 M-—1
=7 §[x<k> + w(k)][p(k = n) + w(k —n)]
= % - [f(k?)l’(k — n)] + [ZL‘(k’)w(k — n)] + [w(kj)x(k — n)] + [w(k:)w(k _ n)]

considerando sélo M muestras y asumiendo y(n) = 0 paran < 0,n > M.

La periodicidad de z(n) permite asumir que r,,(n) también es periddica y presenta picos en
n = 0, N,2N,etc.. Por la consideracion de tan solo M muestras, conforme N tiende a M
la magnitud de estos picos tiende a cero, por lo que debe escogerse M > N y n no debe
evaluarse, como regla empirica, para n > M /2.

Si w(n) es aleatoria puede asumirse que 7,,(n) y 7,.(n) son muy pequenas, por no estar
relacionada con z(n). Por la naturaleza aleatoria de w(n) puede asumirse ademas que 7, (n)
tiende rapidamente a cero, por lo que en 7,,(n) dominara r,,(n), lo que permite detectar el
periodo.

La figura 2.28 muestra un segmento de 701 muestras de una senal actustica representando la
vocal “a”. La senal original tiene una longitud de 57000 muestras. La figura 2.29 muestra el
resultado de la autocorrelacion, donde se aprecia claramente un periodo de aproximadamente
100 muestras, lo que se puede corroborar con la senal original en la figura 2.28.

2.6.4 Secuencias de correlacion de entrada-salida

Si se aplica la senal x(n) con autocorrelacién r,,(n) a un sistema con respuesta al impulso
h(n), entonces:

y(n) = h(n) xx(n) = Z h(k)x(n — k)

k=—00

Borrador: 22 de noviembre de 2010



2 Senales y Sistemas de Variable Discreta 61

0.65
0.6

ol / | /\ 1 ' /‘ ?

0.45
0.4

o3 / \ |

| \ N ‘\ " \‘ /
st | U VA\N/W \/ \ /W |/ X\M \N w\

0.2 L L
700 800 900 1000 1100 1200 1300

mM
] Wv MJ\“ ¢ W i

0r

ﬁ M J“‘ M“W P % MM W “V“ m “

700 800 900 1000 1100 1200 1300

Senal y ruido

Figura 2.28: Senal actstica representando la vocal “a”, en la parte superior pura, y en la parte
inferior con ruido.
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Figura 2.29: Autocorrelacién de la senal con ruido en la figura 2.28.

La correlacién entre la salida y la entrada es

rye(n) = y(n) * z(—n)

que depende solo de la respuesta impulsional h(n) y la autocorrelacién de la entrada r,.(n).
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La autocorrelacion de la salida es

ryy(n) =y(n

~—

*

<
—

|

— 3
~—

que equivale a la convolucion de la autocorrelacién de la respuesta impulsional 7, (n) con la
autocorrelacién de la entrada r,,(n).
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2.7 Problemas

Problema 2.1. Encuentre expresiones algebraicas que permitan generar a partir de la senal
x(n) las siguientes secuencias, utilizando para ello las operaciones fundamentales de reflexién
y desplazamiento.

l’(n) = { -, 09,01, C%O? ay,02,0as, .. }
1. z1(n) ={...,a_4,a_3,a_9,a_1,a9,a1,a5 ...}
T
2. zo(n) ={...,a1,a9, aTg, a4, a5, Ag, Q7. ..}
3. x3(n) ={...,a4,as, aTg, a,ap,a_1,G_3...}
4. zy(n)={...,a_1,a_2,a_3,a_4,a_5,a_g,a_7...}

1

1. xz3(n) = z1(n) + x2(n)
2. x4(n) = x1(n)za(n)
3. w5(n) = 3x1(n)z2(n)

Problema 2.3. Sea f = k/N la frecuencia normalizada de una sefial z(n) periodica en
tiempo discreto con periodo N muestras. Si se asume que k£ y N son niumeros primos
relativos, y se sabe que z(n) = x,(nT) donde x,(t) es una senial analégica periédica de
periodo T, que es muestreada entonces con un intervalo de muestreo 7', encuentre el niimero
de veces que cabe el periodo de la senal analdgica dentro del periodo de la senal muestreada.

Problema 2.4. Determine si cada una de las senales siguientes es periddica, y de ser asi
determine su periodo fundamental. Asuma t € IR y n € Z.

1. z4(t) = VBsen(4t + 7/3)
= v/5sen(4n + 7/3)
— 9pi(nm/6—m)

= cos(n/8) cos(nm/8)

= sen(mn/4) + sen(mn/8) + 3 cos(mn/2 + 7 /6)

Problema 2.5. En la seccién 2.2.3 se demostro que una senal exponencial compleja discreta
sp(n) = ek solo tiene N — 1 sefiales arménicamente relacionadas, cuando se cumple
wy = 27 /N. Demuestre que si la frecuencia es wyg = 20 M /N con M < N, M y N nimeros
primos relativos, el nimero de frecuencias armonicamente relacionadas sigue siendo .
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Problema 2.6.
Genere y muestre las siguientes secuencias en GNU /Octave:

z1(n) =0,755(n —5) para 0 <n < 10

:...,0,1,2,3,4,?,1,2,3,4,0,1... para =5 <n <9

S

sen {-n para —15 <n < 25

= sen(3mn + §) para —10 <n < 10
c

OS(\/LZ—BTL) para 0 < n < 50

© 0 NS O WD
8
ot

)
)
)
)
n) = sen {=n para 0 <n < 25
)
)
)

Problema 2.7. Dada una senal z(n) = {-2, 3,4T1, -1,0,2,3,2}.

Represente esta senal en GNU/Octave y muéstrela graficamente.
Calcule las componentes par e impar de esta senal z,(n) e z;(n).

Verfique que la suma de ambas componentes generan la senal de entrada original.

Problema 2.8. Genere y visualice en GNU/Octave una representacién para la senal h(n) =
{2/7,2/7,3/14,1/7,1/14,0}, y otra para la senal x(n) = {%, 0,0,0,0,1}.

T
Calcule y visualice la convolucién de las sefiales h(n) y x(n) utilizando el operador conv.
Para una senal constante, ;qué salida tiene un sistema con respuesta impulsional h(n)?
. Qué tipo de filtro es h(n)?
Problema 2.9. Genere y visualice en GNU/Octave una representacién para la senal h(n) =
{%, —1}, y otra para la senal z(n) = {%, 0,0,0,0,1}.
Calcule y visualice la convoluciéon de ambas senales

Para una senal constante, ;qué salida tiene un sistema con respuesta impulsional h(n)?

. Qué tipo de filtro es h(n)?

Problema 2.10. Programe una funcién de GNU/Octave que reciba dos senales finitas y
retorna su convolucion.

Verifique el funcionamiento de su funcién comparandola con el operator conv.

Problema 2.11. Genere una funcién de GNU/Octave que reciba un vector con los coeficien-
tes ax y otro vector con los coeficientes by, ademés de la senal de entrada, y que utilizando la
expresiéon del sistema como ecuacién de diferencias genere la sefial de salida para un niimero
dado de muestras. Las condiciones iniciales deben poder darse en forma opcional, asumiendo
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un valor de cero en todas ellas si se omiten.
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2.7 Problemas
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Capitulo 3

Analisis de sistemas LTI discretos con
la transformada =

La transformada z es a los sistemas discretos lo que la transformada de Laplace es a los
sistemas continuos. Ambas representan herramientas para el andlisis de ciertas propiedades
de las senales, que en el dominio del tiempo sélo pueden ser evaluadas con un mayor niimero
de pasos.

3.1 La transformada z

3.1.1 La transformada z directa

La transformada z directa de una senal x(n) se define como la serie de potencias:

o

X(z) = Z xz(n)z™" (3.1)

n=—oo

que mapea la senial z(n) en el dominio del tiempo discreto a la funcién X (z) en el dominio
z, lo que se denota como:

X(2) = Z{z(n)}
La relacién entre ambos dominios se indica como:

z(n) o—e X(2) 6 z(n) < X(2)

Como la transformada z es una serie infinita de potencias, ésta existe solo para los valores
de z para los que la serie converge. La regién de convergencia (ROC, region of convergence)
de X (z) es entonces el conjunto de valores de z para los que X (z) es finita.

Nétese que siempre que se hable de la transformada z de una senal z(n), debe incluirse la

ROC.
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Si se expresa z en su forma polar z = re’?, con r = |z| y ¢ = Zz, entonces

o

X(z) = Z x(n)r e 7"

Puesto que dentro de la ROC de X (z) se debe cumplir | X (2)| < oo, entonces:

[e.e]

Z x(n)r eI

n=—oo

< Z |z (n)r—"| (3.2)

n=—oo

(X (2)| =

es decir, | X (z)| es finita si y s6lo si z(n)r~" es absolutamente sumable.

Para encontrar la ROC se debe entonces encontrar el rango de valores de r para los que la
secuencia x(n)r~" es absolutamente sumable.

Ahora bien, la ecuacién (3.2) puede reescribirse como:

|1 X(2)| = i ‘x(n)r‘”| + Z |x(n)r‘”‘ = Z |x(—n)r"| + Z ‘a:(n)r_n|

y ambas sumatorias deben converger si | X (z)| ha de ser finito. Para la primera suma, que
corresponde a los elementos anticausales, deben existir valores de r suficientemente pequenos
para que x(—n)r" sea absolutamente sumable (r < r;) (figura 3.1).

Im{z}
A

Plano z
1

ROC de Y _ |z (—n)r"|
n=1

}ie{z}

Figura 3.1: Representacién grafica de la ROC para r suficientemente pequernios.

Para la segunda suma, correspondiente a los elementos causales de x(n), se necesitan valores

n

de r suficientemente grandes para que x(n)r~" sea absolutamente sumable y por tanto

converja. Por ello, la ROC seran los puntos fuera de una circunferencia r > ry (figura 3.2).

Como ambas sumas deben converger, la ROC de X(z) es la regién anular del plano z,
ro <1 < rp (figura 3.3).

La figura 3.4 muestra un resumen de lo discutido hasta el momento en cuanto a la relaciéon
de la causalidad de una senal con respecto a la ROC de su transformada z.
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Im{z}
A

Plano z
Al
- \ ‘Re{z}

Figura 3.2: Representacién grafica de la ROC para r suficientemente grandes.

Im{z}
A

Plano z 1

r

/ }{e{z}

dh

Figura 3.3: Representacién grafica completa de la ROC.
3.2 Transformadas z racionales

Una clase de transformadas z encontradas con frecuencia en sistemas digitales presentan

1

una forma racional, es decir, un cociente de polinomios en z7* ¢ z. La tabla 3.1 resume la

transformada z de algunas funciones comunes con transformadas de este tipo.

3.2.1 Polos y ceros

Los ceros de la transformada z racional X (z) son aquellos valores de z para los que X (z) = 0,
y los polos, aquellos z para los que X (z) = 0o y la serie de Laurent centrada en z contiene
un numero finito de términos en su parte principal. Como X (z) es racional, entonces:

N(z)  by+biz 4. dbyz™ M by
D(2)  ag+azt 4. tanz™V SN gk

X(z) =

M N

Asumiendo ag # 0y by # 0 y factorizando byz™" y apz™" para eliminar las potencias

negativas se obtiene:

sy o V) b A R R
=50 " ar ™

aosz ZN_i_ﬂZNfl_‘_“._i_a_N
ap ao
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3.2 Transformadas z racionales

Funciones de duracién finita

Causal
2\ {0}
Anticausal by
- . 1
Bilateral by
I X 2\ {0, 00}
- [} T

Causal by
ro < |z|

Anticausal

<rrTTIH _

|z| < rq

Bilateral

<rrTTIH MITTM,

ro < lz| <r

n

Figura 3.4: Familia de Senales y sus ROC[15].
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Tabla 3.1: Transformada z de algunas funciones comunes

Senal z(n) Transformada z, X(2) ROC
d(n) 1 Plano z
1
u(n) T 2| > 1
" 1
au(n) — 21 > o
n az"!
na"u(n) 1= ar1) |z| > |al
1
—(a™)u(-n —1) Tt 2| < |al
-1
az
—n(a")u(—n —1) A= a1 |2 < |al
(wyn)uu(n) 1 — 27 coswy 2> 1
cos(won)u(n 2
0 1—2z"1coswy + 272
2z~ sen wy
sen(won)u(n) T = |z| > 1
. 1 —az 'coswy
" cos(won)u(n) 1 —2az7tcoswy + a?z2 21> 1
-1
a" sen(won)u(n) 1z SR |z| > 1

1 —2az"tcoswy + a2z=2

Puesto que N(z) y D(z) son polinomios en z, y debido al teorema fundamental del algebra,
X(z) se puede expresar como:

_ M _ @ZN—M(Z_Zl)(z_22)---(Z_ZM> _ ZN—MHIZC\/[:l(Z_Zk)
=50 Twt Cemem ) - )

donde la constante G es igual a Z—g; los ceros {zx} y los polos {px} corresponden a las raices
de los polinomios N(z) y D(z) respectivamente, y hay N — M ceros en el origen si N > M,
o M — N polos en el origen si M > N. También se dice que hay un cero en infinito si
X (00) =0, o un polo si X (co) = co. Si se cuentan estos ultimos, el nimero de polos y ceros

es siempre idéntico.

X (z) puede representarse mediante un diagrama de polos y ceros en el plano complejo z,
donde los ceros se denotan con “o” y los polos con “x”. La multiplicidad se denota con
un indice al lado del simbolo (por ejemplo, un polo de tercer orden se denota con x3).
Evidentemente la ROC no puede contener ningin polo, puesto que en él la funcién no

converge.

Si los coeficientes de los polinomios son reales, entonces sus raices seran o reales, o apareceran
en pares complejos conjugados. De lo anterior se deriva que si un polinomio es de orden
impar, deberd entonces tener al menos una raiz real. Por otro lado, para la factorizacién de
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dicho polinomio se pueden agrupar las raices complejas conjugadas para conformar términos
de segundo orden con coeficientes reales.

Ejemplo 3.1 Determine el diagrama de polos y ceros de la senal x(n) = a"u(n), para a
real positivo.

Solucion:
Con X(z) = .—— = -=, ROC: |z| > |al, se obtiene un cero en z =0y un poloen z = a
(figura 3.5).
Im{z}
\
Plano z
T TN a

Figura 3.5: Diagrama de polos y ceros del ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.2 Determine la transformada z de

a*, 0<n<M-1
z(n) =

0 en el resto
con a real positivo.
Solucion:
[e%9) M—-1 M—-1
X(z) = Z x(n)z " = Z a"z"" = Z(az_l)”
n=-—00 n=0 n=0
Puesto que Zﬁi_ol a = 11’_6‘:, entonces:
X< L@ _1-(@)7 = oMot
zZ) = = = =
1 —(az71) 1-¢ = 2M=1(z — a)

cona=a-1=a-e?" M _ M =0= M =aM = aMei?" de donde se deduce que

2z = ae??™* /M Egs decir, zM — a™ tiene M raices ae?*™/M | =0,...,M — 1. En resumen,
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Im{z}

Plano z

! M—1 v

Figura 3.6: Diagrama de polos y ceros del ejemplo 3.2 con M = 4.

X(z) tiene un polo en z = 0 con multiplicidad M — 1 y otro polo en z = a, que se cancela
con el cero en a, y M — 1 ceros distribuidos en un circulo de radio |a| (figura 3.6).

Ejemplo 3.3 Determine la transformada z y la senal correspondiente al diagrama de polos
y ceros de la figura 3.7.

Y Im{z}
ROC .
. e RN o
// X 1
/ L7 |
/ s | \\
[ 21| 5 L 22
- | ,)_\w() \
|\ h ZW() (I RQ{Z}
\ N !
\ T N N
A\
A ~ /)I< P2
~ - _ | _ . - I
|
\

Figura 3.7: Diagrama de polos y ceros para el ejemplo (3.3).

Solucioén:

La transformada tiene dos ceros y dos polos: z; = 0, z3 = rcoswy, p1 = r(coswp+jsenwy) =
red¥0 py = r(coswy — jsenwy) = re 40,

(z —21)(z — =) 2(z — rcoswy)
X(2) = _ | |
) G(Z —p1)(z = p2) G(z — red*n)(z — re=iwn)
-l
_ G 1 —7rz7" coswy ROC: [2] > r

1 —2rz=tcoswy +r2z=2’

De la tabla 3.1 se obtiene z(n) = G(r" cos wyn)u(n)
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74 3.2 Transformadas z racionales

3.2.2 Localizacién de los polos y el comportamiento en el dominio
de n para senales causales

Si una senal real tiene una transformada z con un solo polo, este tiene que ser real, y la senal
correspondiente es entonces la exponencial real:

X()=t =

=t ROC : |z| > |a| e—ox(n) = a"u(n)

0. Noétese que Xp(z) = - !

z—a’

que tiene ademds un cero en z = corresponde a X(z)z~
y por tanto la senal correspondiente a X,(z)e—ozy(n) = x(n — 1) que sigue siendo una

exponencial real.

. z(n) o z(n)

A 1 - /1
| N vl N

Plano/%m\ 1e Plano/,z ) 1e
an LI A T
IR |
| N | N

Plano z| 10 (n) [ Plano z| 10 w(n)
Ao S WL
{’ \% ua’xTiT I n {/ ? ="”””H n
.1\\7% /1 5. i J -1\\7 | Ve 5.

-10 - -10 -

Figura 3.8: Comportamiento de la senial en relaciéon con la posicién de un polo real.

La figura 3.8 muestra el comportamiento de la sefial en relacion con la posiciéon del polo real,
incluyendo su magnitud y signo.

De la tabla 3.1, se obtiene que:

X(z) = (1 —az1)? a 272(z — a)? - (z—a)

5> ROC: |2] > |a] &0 z(n) = na"u(n)
es una funcién con un polo en z = a de multiplicidad dos y un cero en z = 0. Su comporta-
miento se muestra en la figura 3.9.

Noétese que si |a| = 1 y el polo es simple, la senal correponde a la respuesta al impulso de
un sistema, éste es entonces condicionalmente estable, pero no asi si el polo es de mayor
multiplicidad.

Un par de polos complejos conjugados simples conducen a una senal discreta sinusoidal,
multiplicada por una envolvente exponencial discreta cuya forma estda determinada por la
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Plano z

— T

e N

/ \

N /1 -50 -

-100 -

Plano z 100 1z:(n)
T e
'1\\”// ! 50 -
-100 -

Figura 3.9: Comportamiento de la senal esi su transformada tiene un polo doble real, de acuerdo

con la posicion del polo.

Plano z

Sy

AN
1 X1
NP

Plano z|

C

LTS

- \7777/ /Xl
Plano z|

// X
—f—ort——
-i\\ //9{

(n)
1 -
-1
w(n)
2 4
1 -
-1 A
24

x(n)

70

35
n

-35

-70

Figura 3.10: Senales en relacion con la ubicacién de un par de polos simples conjugados en su

transformada z.

magnitud de los polos (figura 3.10). Las senales reales causales con polos reales simples o

pares de polos simples complejos conjugados que estan dentro de la circunferencia unitaria
son acotadas en magnitud. Una senal con polos cerca del origen decrece més rapidamente

que otra con polos mas cercanos a la circunferencia unitaria. El efecto de la posicion de los

ceros no es tan determinante como la posicion de los polos. Por ejemplo, en el caso de las
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senales senoidales, sélo afectan la fase.

3.2.3 La funcion de transferencia de un sistema LTI

En el capitulo 2 se encontré que la salida y(n) de un sistema LTT con respuesta impulsional
h(n) y entrada z(n) estd dada por la convolucién y(n) = h(n) * x(n), que ya se demostré
en el dominio z ser equivalente a Y (z) = H(z)X(z), con y(n)o—eY(2), z(n)o—e X(z) y
h(n)o—eH(z). A H(z), la transformada z de la respuesta impulsional, se le denomina
funcion de transferencia del sistema. Notese que conociendo H(z) y la transformada z de la
entrada X (z) es posible calcular facilmente la transformada z de la salida del sistema, por
medio de su producto. Sin embargo, es también posible, conociendo Y (z) y X(z), obtener
la funcién de transferencia con:

Y(z2)
X(2)

a partir de la cual se puede determinar la respuesta impulsional por medio de la transformada

H(z) =

z inversa.

Con la ecuacién de diferencias del sistema
N M
y(n) = — Zaky(n — k) + Z brx(n — k)
k=1 k=0
se obtiene transformando al dominio z ambos lados:

Y(2)=— Z apY (2)z 7% + Z brX (2)z "

N M
—Y(2) Z apz "+ X (2) Z bz "
k=1 k=0

Y(2) (1 + Z akz_k> =X(z) Z brz "k
bkz_k
_Y(2) kz:%
7 =x0)

Lo que implica que un sistema lineal descrito por una ecuacién de diferencias lineal con
coeficientes constantes tiene una funcién de transferencia racional.

Si ar, = 0 para k € [1, N] (sistema no recursivo), entonces

M | M
H(z) = Z bz F = i ZbkzM_k
k=0 k=0

es decir, el sistema tiene un polo en el origen de multiplicidad M y M ceros determinados
por los parametros {b}. Dado que el sistema contiene M polos triviales en z = 0y M ceros
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no triviales, se le denomina sistema de todos ceros. Un sistema asi es evidentemente FIR y
se le denomina sistema de media ponderada mévil.

Si b, = 0 para k € [1, M] el sistema es recursivo y:

bo boZN !
14 g apz"" g apzNF
k=1 k=0

que tiene un cero trivial en z = 0 de orden N y N polos determinados por los coeficientes

{ar}. A este sistema se le denomina sistema de todos polos, que siempre corresponde a un
sistema IIR.

La forma general se denomina sistema de polos y ceros, con N polos y M ceros. Los polos
y ceros en z = 0 y z = 0o, usualmente no se consideran de forma explicita. Por la presencia
de polos, este sistema es también IIR.

Ejemplo 3.4 Determine la funcién de transferencia y la respuesta impulsional del sistema
descrito por:

() = 59(n 1) + 2u(n)

Solucioén:

que tiene un polo en z = % y un cero en z = 0. Utilizando la tabla de transformadas se
obtiene:

H(2) o—o h(n) = 2 (%)nu(n)

Ejemplo 3.5 Asumase que un sistema se rige por el diagrama de polos y ceros mostrado
en la figura 3.7. Encuentre la ecuacion de diferencias que lo realiza.

Solucién:

En el diagrama se observa una region de convergencia externa al circulo de radio r, lo que
implica que el sistema es causal.

Utilizando los resultados del ejemplo 3.3 se obtiene que la funcién de transferencia equivalente
al diagrama de polos y ceros corresponde a:
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B (2= 2)(z — =)
=36 ==t —p)
1 —rcoswyz?

1 — 2rcoswpzt +1r2z=2’ ROC: 2] > r
y por tanto

Y (2) (1= 2rcoswoz™ " +1°27%) = X(2)G (1 — rcoswpz™")
Y(2) = 2rcoswoY (2)2 t +17?Y (2)272 = GX(2) — Greoswo X (2)2 7"

I

y(n) — 2r coswoy(n — 1) + r*y(n — 2) = Gz(n) — Grcoswor(n — 1)
y finalmente

y(n) = 2rcoswoy(n — 1) — r’y(n — 2) + Gw(n) — Gr coswez(n — 1)

3.3 Analisis de sistemas LTI en el dominio 2z

3.3.1 Respuesta de sistemas con funcién de transferencia racional

Sea un sistema dado por la ecuacién de diferencias:
N M
y(n) ==Y ay(n—k)+ > bex(n — k)
k=1 k=0

Su funcién de transferencia H(z) es racional de la forma H(z) = 58, donde el polinomio

B(z) determina los ceros y A(z) los polos de H(z).

Si se asume ademds que el sistema estd en reposo, esto es, y(—1) = y(—2) = ... =y(—N) =

0, y que la entrada X (z) también puede representarse en forma racional como X (z) = gg)) ,

entonces se tiene que la transformada de la funcién de salida es de la forma:

Supéngase ahora que A(z) = [[r_,(1 — prz™), Q(2) = [Tey(1 — qxz™") ¥ Pk # G, Yk, 0, y
que ningun cero coincide con los polos, entonces se cumple que:

L

B Ay, Qr
YE =2 g Pt 2 1= @z

k=1 k=1
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y por lo tanto su transformada inversa sera:

Z Appiu(n) + Z Qrgiu(n

Vv vV
respuesta natural respuesta forzada

S/

Esta secuencia se compone de dos partes: las respuestas natural y forzada. La respuesta
natural depende de los polos {p.} del sistema y es influenciada por la entrada x(n) a través
de los coeficientes {Ax}. La respuesta forzada depende de los polos de la entrada {qx} v es
influenciada por el sistema a través de los coeficientes {Qy}.

Si X (z) 6 H(z) tienen polos multiples o polos en comin, entonces la respuesta Y (z) tendra
términos de la forma > ", (17—1_11, donde m es el orden del polo, lo que conducird a
= prz ")

términos en y(n) de la forma n'=!plu(n).

3.3.2 Condiciones iniciales no nulas

Para calcular la respuesta de un sistema a una entrada causal z(n) con condiciones iniciales
no nulas, se utiliza la transformada z unilateral:

N
Zakyn— —l—Zbkxn—

YH(z2)=— Zakz_k YH(z) + Zy(—n)z” + Zbkz_k XT(z) + Zm(—n)z"
k=1 n=1 k=1 n=1

=0 por causalidad

Puesto que x(n) es causal, entonces X+ (2) = X (z) y se tiene:

) (1 +2 @kz_'“) = X*() Y b = a Y (-
k=1 k=0 k=1 n=1
de donde se despeja:
Y+(Z) — Zk:o bz ' X(z) — Zk:l ad ) anl y(_n)z
1+ 3, apz 1+ 3N apz*

= H(2)X(2) + ﬁ”((j))

La salida del sistema consta entonces de dos partes, la respuesta de estado nulo
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y la respuesta de entrada nula que depende de las condiciones iniciales

(= Nolo)
VEG) = S

puesto que Y1 (2) = Y., (2) + Y. (2) e==0 y(n) = y.5(n) + y.:(n). Al ser A(z) el denominador
de Y. (z) sus polos serdn {p;}, y la respuesta a entrada nula tendra la forma:

N
yzi = ) Dipju(n)
k=1

lo que puede anadirse a la respuesta natural y combinarse para dar:

N L
y(n) = Z Appiu(n) + Z Qraru(n), con Ay = Ay, + Dy,
k=1

k=1

En resumen, las condiciones iniciales alteran la respuesta natural del sistema modificando los
factores de escala {A}. No se introducen nuevos polos ni se modifica la respuesta forzada.

Ejemplo 3.6 Determine la respuesta al escalén u(n) del sistema dado por

para las condiciones iniciales:
Loy(=1) =y(=2) =0
2. y(-)=y(=2)=1
Solucién: La funcién de transferencia esta dada por:

1
- 1-0,92"140,81z"2

H(z)

cuyos polos son complejos conjugados: p; o = 0,9 5

Con lo que se obtiene directamente:

Y..(2) = — —
(=) (1-0,9¢?3271)(1 —-0,9e735271)(1 — 271
~ 0,542 — 50,049 n 0,542 + 50,049 1,099

1-09e¢i5271  1—-0,9e 5271 1— 271

Por lo que:
yos(n) = [1,000 + 1,088(0,9)" cos (gn - 5.2°>] u(n)
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Para 1. y(n) = y.s(n)

Para 2., con las condiciones iniciales se obtiene:

N

k
No==D axz"" ) (=
n=1

k=1
= —(az"Hy(=1)z} + asz"{y(=1)z + y(=2)2"})
—(ary(=1) + agy(=1)2"" + asy(-2))
= —(—0,9+0,81 4+ 0,81z"1)
= 0,09 — 0,81z
Yiu(e) = No(2) _ 0,09-081>"
A(z)  1-0921+081z2
0,026 + j0,4936 0,026 — j0,4936
1-09ze8271  1—0,9ze 521

y por tanto:
T
y.:(n) = 0,988(0,9)" cos <§n + 87°> u(n)

1,099 0,568 + 50,445 0,568 — 70,442

S l—2t 1209265271 1—0,9ze 7521

que equivale a:

y(n) = 1,099u(n) 4 1,44(0,9)" cos (gn + 38°> u(n)

3.3.3 Respuesta transitoria y en régimen permanente

Si para todos los polos del sistema {p;} se cumple que |px| < 1, entonces la respuesta natural
del sistema:

ynr Z Akpk u\n

decae si n tiende a infinito, y se le denomina respuesta transitoria. Su tasa de decaimiento
dependera de qué tan cerca estén los polos de la circunferencia unidad. Si los polos {¢;} de
la respuesta forzada tienen magnitudes |g;| < 1, la respuesta a la entrada también decae. Si
la entrada es sinusoidal implica que hay polos en la circunferencia unitaria, y la respuesta
forzada también tendra esos polos y sera sinusoidal, y la respuesta se denomina de estado
permanente.
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3.3.4 Causalidad y Estabilidad

Un sistema es causal si h(n) = 0 para n < 0, lo que implica que su ROC es el exterior de
una circunferencia. El sistema es estable si:

> |h(n)] < oo

n=—oo

lo que ocurre sélo si |z| = 1 estd dentro de la ROC, o de otro modo, si los polos se encuentran
dentro de la circunferencia unitaria, puesto que

H(z) = Z h(n)z™"

[HE)< ) (k)]

y evaluando en |z| =1

[H(2)]js=1 < Y [1(n)]

n=—oo

Un sistema LTT serd entonces estable sélo si |z| = 1 estd en la ROC de H(z). Esta condicién
también se cumple para sistemas anticausales, es decir, la ROC debera ser el interior de una
circunferencia que contenga |z| = 1.

3.3.5 Cancelacién polo-cero

Los efectos de un polo del sistema pueden cancelarse o reducirse con un cero ya sea del
mismo sistema o de la entrada. Sin embargo, posibles efectos como la estabilizaciéon de un
sistema inestable por medio de ceros en la entrada deben evitarse, porque la posicion de los
polos y ceros no puede alcanzarse con precisién arbitraria en sistemas digitales reales.

3.3.6 Polos de orden multiple y estabilidad

Un sistema con polos en la circunferencia unitaria es inestable pues basta encontrar una
entrada con un polo en el mismo sitio para producir una salida no acotada.

Ejemplo 3.7 Determine la respuesta al escalén de:

y(n) =y(n —1) +x(n)

Solucidn:
Con H(z) = :—— y X(z) = ;—— se obtiene:
1
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que contiene un polo doble en z = 1, y equivale a una rampa no acotada.

Esto se explica por el hecho de que si Y(z) contiene polos miltiples, entonces y(n) tendra
términos de la forma:

Apn® (pr)"u(n)

que son acotados sélo si |px| < 1.

3.3.7 Estabilidad de sistemas de segundo orden

Los sistemas de segundo orden (con dos polos) se utilizan como bloque béasico para la cons-
truccién de sistemas de mayor orden, y por ello requieren de un poco de atencién.

Considérese entonces el sistema
y(n) = —ary(n — 1) — agy(n — 2) + bz (n)

con ai,as € IR. Su funcion de transferencia es

Y(Z) bo b022

X(2) 1+ a2t agz? 224 a2z +ay
b022 b022

(z —p1)(z — p2) 22— (p1 + p2)z + p1p2

H(z) =

Este sistema tiene dos ceros en el origen y dos polos en

2
ay ai — 4as
=——+\—-
P12 5 1

El sistema es estable BIBO si |p12| < 1. Puesto que se cumple que a3 = —(p1 + p2) y
as = p1p2, se debe cumplir que

as| = |pip2| = |p1llp2] < 1

\a1|<1+a2:>a2>\a1\—1

En el plano aq, as estas inecuaciones delimitan una regién triangular (figura 3.11).

Para obtener estas ecuaciones se sabe que |p;s| < 1. Primero astimase que los polos son
. 2 . e . 2

reales, es decir, (‘12—1) > as, que equivale a la parte inferior de la parabola as = (“—21) . En

esta region, los polos estan centrados en —<4, con un desplazamiento hacia la izquierda y

2
derecha de 4/ ("2—1)2 — ay (figura 3.12).

Por lo tanto, debe cumplirse que:

|ay | ar\?
- )
2 2 @
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Figura 3.11: Tridngulo de estabilidad en el plano de coeficientes (aj,as) para un sistema de
segundo orden.

Q 4 - — — —

|S

Figura 3.12: Desplazamiento de los polos a la izquierda y a la derecha.

Elevando al cuadrado ambos lados y considerando que a; € IR se obtiene:

2
a a2
1—\a1|+(|_21|) >(§1) —ay = l+4+as>|a

En caso de que p; » sean complejos (ndtese que aq es positivo puesto que debe ser mayor que
(a1/2)?), entonces:

2
a2 a;\2
=(3) +e-(3) =«

y por tanto, para que |p;o| < 1, entonces 0 < as < 1, lo que confirma la anterior condicién
|CL2| < 1.

a _ a2
12l = ‘—51 +jyfa: = ()

Los pares (aq,as) en la parte superior a la pardbola conducen entonces a polos complejos
conjugados, y bajo la pardbola a polos reales y distintos. Los pares (aj,as) en la pardbola

((%1)2 = a2) conducen a un polo de orden 2.

Borrador: 22 de noviembre de 2010



3 Anélisis de sistemas LTI discretos con la transformada z 85

Las funciones de transferencia y sus equivalentes en el dominio del tiempo se resumen en la
tabla 3.2, con p = re/°, por lo que a; = —2r coswy, as = r.

Tabla 3.2: Funciones de transferencia de segundo orden y equivalentes temporales

Polos Condicién H(z) h(n)
- b b 1 1
Reales y distintos a? > 4dasy o (1_;’112_1 _ 1_5222_1) b (Pt = pi*) u(n)
Reales e iguales a? = 4as (17;’% bo(n + 1)p"u(n)
. . Jw —jw n
Complejos conjugados a3 < 4as 72 L n (1_Tijuzz,1 - 1+r2*1‘w(;z*1) SZ‘:]TWO sen[(n + 1)wo]u(n)
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3.4 Problemas

Problema 3.1. Grafique las siguientes funciones e indique cualitativamente qué regiones
de convergencia (ROC) tiene su transformada z:

1. x(n) = sen(wn)u(n) 4. z(n) = u.(n) — 2u,(n — 5) + u,(n — 10)
2. z(n) =u(n+4) —u(n — 2) 5. z(n) = (—%)_W
3. z(n) = u(—n —2) 6. z(n) = u.(n + 5)u(—n —5)

Problema 3.2. Encuentre las regiones del plano z donde las siguientes series convergen:

o'} 1 n+2 00 1 —n—+2
2

2 i:; {%} 1 ni (%)' cos (Tn)

Problema 3.3. Encuentre la transformada z de
u(n — 2)
4n

z(n) =
con su correspondiente ROC.

Problema 3.4. Sea
z(n) = (=1)"u(n) + a"u(—n — ny)

Encuentre para qué valores de av y ng es la ROC de la transformada z de z(n)

1<zl <2

Problema 3.5. Encuentre la transformada z de

()" cos (5n) <0

x(n):{o n>0

Indique los polos, ceros y ROC.

Problema 3.6. Para las siguientes expresiones identifique los ceros y polos finitos e infinitos.

(1= 127 5 A .
R Ny By cpry
5 (1—27"Y(1—-2z7Y

(1 —=3z71)(1—4z71)
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3 Anélisis de sistemas LTI discretos con la transformada z 87

Problema 3.7. Si x(n) es absolutamente sumable y tiene transformada z racional, con un
polo en 1/2; entonces jpodria z(n) ser

1. una senal finita? 3. una senal derecha?

2. una senal izquierda? 4. una senal bilateral?

Problema 3.8. Sea

_1,-2
1 17

L+3272) (14327 +527%)

X(z):<

Indique cuédntas y cuéles regiones de convergencia son posibles para X (z).

Problema 3.9. Encuentre para todas las senales discretas z(n) mostradas en la tabla 3.1
la transformada z correspondiente utilizando la definicién.

Problema 3.10. Sea z(n) una senal con transformada z racional X(z), que tiene un polo
en z = 1/2. Se sabe ademds que

es absolutamente sumable, pero

no es absolutamente sumable. Con esta informacién indique si x(n) es izquierda, derecha,
bilateral o finita.

Problema 3.11. Encuentre las funciones en tiempo discreto equivalentes a las transfor-
madas z indicadas en la tabla 3.1 utilizando la definicién integral de la transformada z
inversa.

Problema 3.12. Utilizando la definicién de la transformada z inversa, encuentre la secuen-
cia en el tiempo discreto equivalente a

_1.-1
1 32

(1—2"1(1+2271)

X(z) = ROC: |z| > 2
Problema 3.13. Encuentre por divisién polinomial la transformada z inversa de

14zt
14 it

X(z)

para ROC: |z| > 1/3 y para ROC: |z| < 1/3.
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88 3.4 Problemas

Problema 3.14. Encuentre la transformada inversa de
1.1
1— 52’
(1 —2z"1)(1

X(2) = +2z71)

para todas las posibles regiones de convergencia por medio de descomposicion en fracciones

parciales.

Problema 3.15. Encuentre la transformada z inversa de

1 [256 — 278

T 256 11— Lo

X(2)

}, ROC: |z| >0

Problema 3.16. Para la ventana rectangular

0 en el resto

{1 0<n<k

g(n) = x(n) —x(n - 1)

1. Encuentre una expresion para g(n) y su transformada z.

2. Encuentre la transformada z de x(n) considerando que

Problema 3.17. Para las siguientes funciones de transferencia de sistemas discretos, si se
sabe que estos son estables indique si ademés son causales:
41 1,2
1 277+ 52

L — i -
(1= g2 (1527

9 — 2
24+32— %
3 z+1
L z+3—322-273

Problema 3.18. Un sistema LTI tiene funcién de transferencia H(z) y respuesta al impulso
h(n). Se sabe

1. h(n) es real
2. h(n) es derecha
3. lim H(2) =1

Z— 00
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4. H(z) tiene dos ceros
5. H(z) tiene uno de sus polos en una ubicacién no real en el circulo |z| = 3/4

. Es el sistema causal? ;Es estable?

Problema 3.19. Encuentre la transformada z unilateral de las siguientes senales.

1 2i(n) = G)nu(nm)

2. 23(n) =0(n+3) +d(n) + 2"u(—n)
n|
3. x3(n) = (%)

Problema 3.20. Un sistema de entrada x(n) y salida y(n) se rige por la ecuacién de
diferencias:

y(n —1) 4 2y(n) = z(n)

1. Determine la respuesta de entrada cero al sistema si su condicién inicial es y(—1) = 2.
2. Encuentra la respuesta de estado cero si su entrada es z(n) = (1/4)"u(n).

3. Determine la salida del sistema paran > 0si y(—1) =2y z(n) = (1/4)"u(n)

Borrador: 22 de noviembre de 2010



90

3.4 Problemas
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Capitulo 4

Analisis frecuencial

El cursos anteriores se derivé la descomposicién de una funcién periddica en componentes
sinusoidales (o exponenciales complejos). La importancia de esta descomposicién es que
en sistemas LTI unicamente las senales sinusoidales y exponenciales complejas conservan su
forma y su frecuencia (son funciones propias). Tan solo magnitud y fase de cada componente
son alteradas por estos sistemas.

El analisis frecuencial proporciona entonces mecanismos para la extracciéon de esas com-
ponentes. El término espectro se utiliza para referirse al contenido de frecuencias de una
senial. En la practica, puesto que no se conoce toda la senal en su extensién infinita, pa-
sada y futura, debe utilizarse la estimacion espectral, para la que se utilizan instrumentos y
algoritmos denominados analizadores espectrales.

4.1 Espectro de senales continuas

4.1.1 Espectro de senales continuas periédicas

Las senales continuas periddicas se analizan por medio de la serie de Fourier. Para la sintesis
de la senal se utiliza

x(t) = Z cpel Skt

k=—o00

y para el analisis:

T,
L = L /t0+ ’ x(t)e 0k gt
Tp to

Si la senal periddica tiene potencia media finita P, entonces

t0+Tp
to
91

1
1,



92 4.1 Espectro de senales continuas

y puesto que |z(t)|*> = z(t)z*(t) se cumple que

1 t0+Tp to—l—Tp
== / t)*dt = — / *(t) dt
p

L[t = iQokt
_ = * —j
_Tp/ 2(t) 3 ete M dy
k=—0c0
1 to—i—Tp )
= Z o {—/ x(t)e_moktdt]
k=—o00 Tp to
= a'a= ) lal
k=—0oc0 k=—0o0

que se conoce como la relacion de Parseval, e implica que la potencia media de la senal
equivale a la suma de las potencias medias de cada uno de sus componentes frecuenciales,
también llamados armdnicos. A la gréafica de |ci|? para cada frecuencia kFy (con la frecuencia
fundamental Fy = €/27) se le denomina densidad espectral de potencia, espectro de la
densidad de potencia o simplemente espectro de potencia. Si () es real, puesto que |c_| =
lex*| = |ex| entonces la densidad espectral de potencia es una funcién de simetria par.

Al par de graficas de |cx| vs. kFy y 0 = Zcg vs. kFy se le denomina espectro de tension.
Puesto que para funciones reales 0_;, = Zc* = —Zc, = —0,, la fase es impar.

Ejemplo 4.1 La serie de Fourier de un tren periédico de pulsos rectangulares de ancho 7
en tiempo continuo (figura 4.1a) tiene como coeficientes

At sen(mkFyr)

&= ?p Tk EyT

Analice el efecto del periodo T}, y el ancho del pulso 7 en el espectro de la senal.

Solucién: La distancia entre dos lineas espectrales correspondientes a ¢, y ¢x41 es Fo = 1/T,,
y el término 7, ademas de determinar el ancho del pulso temporal, indica qué tan extensa
resulta la funcién sen(z)/z. Las figuras 4.1(b) y (c) permiten comparar que si se modifica el
ancho del pulso temporal manteniendo el periodo, la distancia entre cada linea espectral se
mantiene, mientras que el espectro se contrae (si 7 aumenta). Por otro lado, si 7, aumenta
(o lo que es equivalente, la frecuencia fundamental Fj baja), pero se mantiene el ancho del
pulso 7, la misma funcién en la frecuencia sen(wk Fy7)/(mkFoT) es muestreada més a menudo
(la densidad de lineas espectrales aumenta).

La tabla 4.1 resume algunas propiedades de la serie de Fourier.

4.1.2 Espectro de senales continuas aperiodicas

La distancia entre dos lineas espectrales en el caso de senales periddicas es Fy = 1/T,, lo
que implica que a mayor periodo, las lineas espectrales se acercan (compare por ejemplo
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Figura 4.1: Secuencia periédica de pulsos rectangulares en tiempo continuo. (a) Representacién
temporal. (b) Lineas espectro de (a) con 7 =1y T, = 5. (c) Lineas espectrales de
(a) con 7 =2y T, =5. (d) Lineas espectrales de (a) con 7 =1y T, = 10.

la figura 4.1b con 4.1d). Retomando el calculo de los coeficientes de la serie de Fourier
utilizando como ty = 7,,/2 se tiene que

1 T2 ‘
cr = —/ (t)e I FoM gt | (4.1)
Ty J 1,2

Dejando crecer el periodo T}, se puede alcanzar una frecuencia Fj arbitrariamente pequena,

que puede entonces reemplazarse por AF, de tal forma que si 7, — oo (senal aperiddica)

entonces AFj se transforma en un diferencial dF' y kAFy se convierte en una variable de

valor continuo F'. La transformada de Fourier se obtiene con estos conceptos eliminando el
1 - )

factor 7y haciendo 7T, — oo:

X(F) = /_ (e (4.2)

o0

y estd relacionada directamente por lo tanto con los coeficientes de la serie a través de

X(F)= lim Ty

Tp—00
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94 4.1 Espectro de senales continuas

Tabla 4.1: Propiedades de la Serie de Fourier

Propiedad Senial en el tiempo Coeficientes
x(t) C
21 (t) Cly
L2 (t) C2;
Linealidad a1 (t) + agwo(t) a1y, + o,

Simetria par

Tp
9 (7
k= —/ x(t) cos(wokt) dt
Ty Jo

c. € R
]
. ;. 2] 2
Simetria impar z(t) = —x(—t) = x(t) sen(wokt) dt
pJo
cr € jJIR
Funcién real z(t) € R cp = Cc"_yp,
Desplazamiento temporal — z(t — 7) e dwokT e,
Conjugacién x*(t) g
Inversién en el tiempo x(—t) C_k
Escalamiento en el tiempo z(at), a >0 Ck
Convolucién periddica r1(T)x2(t — 7)dr  Tyheq, 09,
TP
Multiplicacién xq(t)x2(t) Z 1,62, _,
l=—o0
dx(t
Diferenciacion ZSS ) Jkwock
t o
Integracién / z(t)dt, cog =0 ‘
—c0 ]k’wO
Lot 2 S 2
Relacion de Parseval — x(t)|"dt = c
nera= 3 el

En términos de la frecuencia angular 2 = 27 F' esta transformacién equivale a

X(Q) = /00 z(t)e 7 dt

Puede demostrarse ademads [1] que la transformada inversa de Fourier estd dada por:
z(t) = / X(F)e* ™t dr

o con df) = 2ndF . .
t) = — X ()7 d .
o) = 3= [ X(@e

Si z(t) es una sefial de extensién finita entonces existe una extensién periddica x,(t) de

periodo T, mayor a la extensién de x(t), como lo muestra la figura 4.2. En este caso se
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A A A

Figura 4.2: Una funcién finita 2(t) y su extensién periddica x,(t)

pueden comparar las ecuaciones (4.1) y (4.2) y se obtiene que

1
e = = X (kF)

p

es decir, la extension periddica de una senal aperiédica conduce al muestreo del espectro de
la transformada de Fourier con una tasa Fj.

Las condiciones de Dirichlet para la existencia de la transformada de Fourier son equivalentes
a las ya mencionadas en las series de Fourier de senales periddicas continuas, excepto que la
senal debe ser ahora absolutamente integrable en todo ¢ y no solo en un periodo:

/_OO 2(1)]dt < o

o0

lo que se deduce del hecho que

o [e.e]

X (F)| = ’/:x(t)e—ﬂmdt‘ g/ ()] e dt:/ (t)] dt < oo

—0o0 —00

De forma similar a las senales peridédicas puede demostrarse que

Ex:/_oo |x(t)|2dt:/_oo X (F)dF

[e.9] o0

que es la relacién de Parseval para senales aperiddicas de energfa finita. La cantidad S, (F) =
| X (F)|? representa la distribucién de energfa de la sefial en funcién de la frecuencia, por lo
que a S, se le denomina densidad espectral de energia.

Para seniales reales se tiene que |X(—F)| = |X(F)| y £X(—F) = —ZX(F) por lo que
Sez(—F) = Seu(F).
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96 4.2 Espectro de senales en tiempo discreto

Ejemplo 4.2 Calcule la transformada de Fourier de (figura 4.3a)

x(t):{A It < 7/2
0 |t|>7/2

Utilizando la ecuacién (4.2) se obtiene (figura 4.3b):

/T/2 Ne—i2Ft gy ArsenmF'T

X(F) =
(F) —r/2 mFT

x(t) X(F)

|
[N
NI
~
1
|
RIS
<
A=
=)
<
3o
W]

(a) (b)
Figura 4.3: Pulso de ancho temporal 7 (a) y su transformada de Fourier (b).

Nétese que mientras z(t) sea més localizada en el tiempo, es decir, mientras mas pequeno
sea 7, mucho més amplio es su espectro puesto que 1/7 crece. Este llamado principio de
incertidumbre es general para todas la senales, e indica que algo muy localizado en el tiempo
no puede ser localizado con precision en el dominio de la frecuencia, y algo con frecuencias
muy puntuales no tiene una ubicacién especifica en el tiempo.

La tabla 4.2 resume algunas propiedades de la Transformada de Fourier.

4.2 Espectro de senales en tiempo discreto

En la seccion anterior se presentd que el espectro de senales continuas abarca frecuencias de
—o0 a oo, donde en el caso de senales periddicas solo se encontraran frecuencias “discretas”
miultiplos de Fy = 1/, donde T, es el periodo fundamental de la senal. En capitulos
anteriores se demostré que, sin embargo, para senales de naturaleza discreta solo existe
unicidad para frecuencias normalizadas en el intervalo | — 1/2;1/2], 6 [0;1].

4.2.1 Espectro de senales discretas periddicas

Una senal discreta peridédica con periodo fundamental N puede tener componentes frecuen-
ciales separadas por w = 27w /N radianes o f = 1/N ciclos, que se representan por los
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Tabla 4.2: Propiedades de la Transformada de Fourier
Propiedad Senial en el tiempo Transformada
(1) X(jw)
1(t) X1(jw)
z(t) X (jw)
Linealidad a121(t) + aora(t) a1 Xq(jw) + e Xs(jw)
Simetria par z(t) = x(—t) 2/ x(t) cos(wt) dt
0
X(jw) € R
Simetria impar x(t) = —x(—t) —2j/ x(t) sen(wt) dt
0
X(jw) € jIR
Funcién real (t) e R X(jw) = X*(—jw)
Dualidad X (jt) 2z (—w)
Desplazamiento temporal (t—1) e T X (jw)
Desplazamiento en frecuencia e/*°tx(t) X (jw — jwo)
Modulacién cos(wot)x(t) X (jw — jwo) + 3 X (jw + jwo)
Conjugacién x*(t) X*(—jw)
Inversién en el tiempo z(—t) X(—jw)
1 :
Escalamiento en el tiempo z(at) HX (‘E)
a a
Convolucién x1(t) * xo(t) X (jw) Xz (jw)
1
Multiplicacion x1(t)zo(t) 2—X1 (Jw) * Xo(jw)
T
dx(t
Diferenciacién ii(t ) JwX (jw)
d
tx(t —X(J
(1) Jo-X(w)
t
Integracién / x(t) dt X (jw) +7X(0)d(w)

Relacion de Parseval

(jw)|? dw

[ovora= £ [

exponenciales complejos armoénicamente relacionados:

sk(n) =e

j2mkn/N
)

k=0...N-1

Utilizando la serie generalizada de Fourier con estas senales como base se obtiene para la

sintesis de una senal:

y considerando que
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se puede afirmar para las exponenciales complejas

Nf P, {N k=0,+N,42N,. ..
(& =

s 0 en el resto

tomando a = e/?>™*/N por lo que oV = 1.

Multiplicando (4.3) por e72™"/N v sumando de 0 a N — 1.

i
F
F

x(n)e—jZﬂln/N _ E ck€j27rkn/N€—j27rln/N

3
<H:
3
g
-
I

ejQW(k—l)n/N

M

y finalmente

1 .
clzﬁzox(n)e_ﬂ”l"/]v, [=0,1,...,N—1

Notese que en esta serie de Fourier en tiempo discreto (DTFS, discrete time Fourier series) el
coeficiente ¢;, representa la amplitud y fase de la componente frecuencial sj(n) = e/2™n/N —=
eIk con frecuencia angular normalizada wy, = 27k/N (o lo que es equivalente fp = k/N).
Puesto que si(n) es periédica al ser f; un nimero racional (si(n) = sg(n + N)), entonces

los coeficientes ¢, también son periddicos con periodo fundamental NV:

=

B 1 D B
ChaN = § 33' j27T (k+N)n/N _ N x(n)e ]27rkn/Ne j2mn Ch

n

I
o

Por conveniencia se utiliza para c; normalmente el intervalo Kk =0... N — 1.

La relacién de Parseval es en este caso
e, N-1
5 2 el = lesf?
n=0 k=0

es decir, la potencia media de la senal es igual a la suma de las potencias medias de cada
componente en el dominio de la frecuencia.

4.2.2 Espectro de senales discretas aperiodicas

La transformada de Fourier de una senal de energia finita en tiempo discreto z(n) se define
como:
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Nétese que X (w) = X (w+27k), lo que implica que el rango de frecuencias tinicas se limita a
0,27, o de forma equivalente a | — m, 7|, que contrasta con el rango [—o00, 00| de las senales
continuas.

Como la senal z(n) es discreta, una sumatoria reemplaza la integral del caso continuo. Puede
demostrarse ademas que

1 (7 :
z(n) = %/ X(w)e" dw .

La transformada de Fourier converge si

[e.9]

Z x(n)e 7"

n=—oo

< > Ja(n)] < oo

n=—oo

(X (w)] =

es decir, si la senal es absolutamente sumable.

La relacién de Parseval en este caso es:

™

o= Y ) = o [ IX@Pat

n=—o00 -

Para senales reales, el espectro X (w) tiene magnitud par y fase impar, es decir, se cumple
que X(w) = X*(—w), por lo que usualmente basta determinar el espectro para w € [0, 7,
pues la contraparte puede generarse por simetria.

Debe notarse en los cuatro casos anteriores la correspondencia entre periodicidad en un
dominio y la naturaleza discreta de la representacion en el dominio complementario. Es
decir, si la senal es periddica, su espectro serd discreto y si el espectro es periddico, es
porque la senal es discreta. Si la distancia entre las muestras o la lineas espectrales es «
entonces la periodicidad en el otro dominio serd 1/a.

periddico «— discreto

aperiodico «— continuo

Por ejemplo, una senal continua periddica tendra un espectro aperiédico discreto; una senal
discreta aperiddica tendra un espectro periddico continuo.

4.2.3 Relacién entre las transformadas de Fourier y 2

La transformada z de la secuencia x(n) se ha definido como

X(z) = Z z(n)z™", ROC :ry < |z| <1 (4.4)
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100 4.2 Espectro de senales en tiempo discreto

que equivale a la transformada de Fourier de la secuencia z:(n)r~". Para el caso especial de

r = 1 se obtiene
o0

X))o = X (@) = D a(n)e

n=—oo

es decir, la transformada de Fourier de x(n) equivale a su transformada z evaluada en
la circunferencia unitaria z = e/*. La figura 4.4 muestra como ejemplo la magnitud de la
transformada z de una secuencia x(n) y a la derecha la misma funcién “recortada” en |z| = 1.
La silueta formada en |z| = 1 corresponde entonces a X (w).

i
(( @g(((((@

|

0.5

0.5
0 0

1 ’ Re{z} ! ’ Re{z}

Figura 4.4: Correspondencia entre X (w) y X (z) para una funcién con un par de polos complejos
conjugados en z = 0,95¢*739° y un cero en z = 0. (a) |X(2)|. (b) |X(2)| para |2| < 1.

Si X (z) no converge en |z| = 1 entonces la transformada de Fourier no existe. Por otro lado,
existen funciones con transformada de Fourier, que no tienen transformada z. Por ejemplo,
x(n) = =22 tiene transformada de Fourier

X(w) 1wl < w.
w) =
0 we<lw|<m

mas no posee transformada z, puesto que para la serie >~ s 27" no existe ninguna

region de convergencia.

Algunas secuencias con polos en |z| = 1 en su transformada z pueden tener una transformada
de Fourier si se extiende la definiciéon de transformada para utilizar impulsos de Dirac

5(@:{;0 z;g /_ooé(w)dwzl
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Ejemplo 4.3 Determine la transformada de Fourier de las senales

2.
3.

1(n) = u(n)
za(n) = (=1)"u(n)
x3(n) = cos(won)u(n)
1
La transformada de x1(n) es X;(z) = = : [ con una ROC |z| > 1, pues
tiene un polo en z = 1. Con z = €’ se obtiene
X e e i3 k kel
= - = - - = 2 , 2 , &

1) erw —1  elw/2 — emiw/? QSen(w/Q)e w#m
cuya magnitud y fase se muestran en la figura 4.5.

| X1(w)lgs7 /X1 (w

B
‘

051

t © t w
g 0 7

() (b)

Figura 4.5: Espectros de magnitud y fase para la funcién escalén u(n). (a) Espectro de

. Xs(2) =

magnitud. (b) Espectro de fase.

Puesto que solo en w = 2km X;(w) estd indefinido, se sustituye alli la transformada
por mé(w), donde la constante 7 se obtiene de un desarrollo mateméatico riguroso que
excede el contexto de estas notas.!

1 .
- Xo(2) = ~ ° conun polo en z = —1 = ™. La transformada de Fourier es
1+2z71 z+ }
Jw/2
entonces Xo(w) = 6—, con w # 2wk 4w, k € Z. Donde se agregan los impulsos
2 cos(w/2)
en las frecuencias w = —m y w = 7 (figura 4.6).

1 — 2" coswy

, ROC |z| > 1 puesto que tiene dos polos complejos
1—2z71coswy + 272

conjugados en 7“0, Por lo tanto, la transformada de Fourier es

1 —e 7% coswy
(1 — e*j(W*WO))(l — e*j(WJFWO))

X3(w) =

con w # twy + 27k (figura 4.7).

'El desarrollo parte del hecho que [*_e“* dw = 27§(t), o haciendo un cambio de variable [*_ el dt =

27 (w).

€
—o00
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LXy

—

w

NI

Figura 4.6: Espectros de magnitud y fase para la funcién (—1)"u(n). (a) Espectro de
magnitud. (b) Espectro de fase.

LX) / Xo(w

]

Figura 4.7: Espectros de magnitud y fase para la funcién cos(nn/3). (a) Espectro de mag-
nitud. (b) Espectro de fase.

4.2.4 El teorema del muestreo
Derivacién conceptual por analisis de Fourier
La funcién puente pr(t) mostrada en la figura 4.8 se utiliza para modelar la toma de muestras

con el intervalo T' de la senal analégica x,(t). La sefial muestreada xs(t) se modela a través
del producto de la sefial x,(t) y pr(t) (figura 4.9):

z4(t) = 4 (t)pr(t)

Puesto que la funcién puente pr(t) es periédica, se puede expresar por medio de una serie
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0 nnp

oT sy !

Figura 4.8: Funcion puente utilizada para tomar muestras periddicas en el tiempo de senales
continuas.

Za(t)

xs(t)

- ﬂ I ﬂ 1.,
T 27 3T

_T ‘

Figura 4.9: Muestreo de senal utilizando la funciéon puente.

de Fourier con coeficientes P,:

pT<t) = Z Pnejnﬂot; QO = Tﬂ— =2nF

de modo que se cumple

2o(t) = 24(t) Y Pl

n=—oo

Aplicando la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacion y utilizando la propiedad
de linealidad se obtiene

n=—oo n=—oo

X4 = F {ut)} = F {xa(t) > Pnej"ﬂ‘)t} = 3 P.F {ma ()™}

y considerando la propiedad de desplazamiento en frecuencia, lo anterior equivale a

X.(jQ) = Y PuX,(jQ — jnS)

n=—oo

= Py X, (jw) + > PuXu(jQ — jnQ)

n#0
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z(t) X(jQ)
t ‘ ‘ Q
—2nB 2B
(a)
X (59)
—oxF, —2rB o8 Q0 Q

Figura 4.10: Replicacion del espectro por medio del muestreo.

de donde se deduce que con el muestreo se producen réplicas del espectro original de la
senal X, (j€2), separadas en el dominio de la frecuencia por Qy = 27 /T y ponderadas por los
coeficientes de la representacion de la funcién puente como serie de Fourier (figura 4.10).

Si el espectro original X,(j€2) es de banda limitada, es decir, si a partir de cierta frecuencia
27 B (donde B es el llamado ancho de banda) se cumple X, (jw) = 0, entonces eligiendo el
periodo de muestreo suficientemente alto es posible evitar que las réplicas se traslapen con
el espectro original. Si z,(t) es real, entonces la magnitud de su espectro es par, y por tanto
para evitar el traslape la siguiente réplica se deberd posicionar al menos en 2y > 47 B lo
que es equivalente a afirmar que la frecuencia de muestreo f; debe ser al menos el doble del
ancho de banda B del espectro X,(j€2) para evitar que las replicas se traslapen.

Se puede demostrar que si no hay traslape entonces es posible rescatar a partir de la senal
muestreada z4(t) la senal original z,(t) utilizando un filtro paso-bajos que permita pasar
unicamente el rango de frecuencias angulares desde —27 B hasta 27 B.

Estos principios se resumen en el llamado teorema del muestreo que establece que para
muestrear una senal analdgica sin pérdidas de informacién se requiere una tasa de muestreo
de al menos el doble del ancho de banda del espectro de la senal.

En los 1ltimos afios han tomado fuerza nuevas propuestas? para requerir aiin menos mues-
tras que las establecidas por este teorema, aunque su funcionamiento parte de requisitos
adicionales impuestos a la funcién x,(t), donde la posicién de las muestras deja de ser re-
gular, y el comportamiento matematico pasa a ser mas basado en procesos estocdsticos que
deterministas.

2l lector interesado puede buscar entre otros los temas de compressive sampling v el finite rate of
mnovation.
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Derivacién algebraica

En la seccién 2.2.2 se reviso el hecho de que la maxima frecuencia normalizada representable

en una senal muestreada es fq. = % = % Puesto que la representacion de Fourier de la
S

senal discreta es

tn)o—eX(w)= 3 a(m)e ", we]-m7]

n=—oo

y X(w) es periddico con periodo fundamental 27, se obtiene que la frecuencia minima de
muestreo Fy debe ser elegida de tal modo que sea al menos el doble de la frecuencia méxima
de la senal(figura 4.11).

X(w)
A
h —or 1 Lo o S
I I
-¢ T T T T T T T >
1 1
~1 -1 0 1 1
- T T T T T T T Ll F
F, — Fy
—F, L B 0 B FE. F,

Figura 4.11: Espectro de senal discreta con banda limitada sin aliasing.

De otro modo existira entre las repeticiones periddicas del espectro de la senal analégica un
traslape, denominado aliasing. Sea z,(t) la senal analdgica muestreada periédicamente cada
T segundos para producir la senal en tiempo discreto z(n):

z(n) = x,(nT), —00 < n < 00.

Si z,(t) es aperiédica de energfa finita, entonces se cumple para su espectro:

Xa<F) :/ xa(t)e_jQTCFt dt.—oxa(t) :/ X@(F)€j27rFt dF

— 00
En el dominio discreto se tiene:

o

X(H) = 3 am)e > e—oa(m) = [ X(f)e I df

N|=

n=—oo

Puesto que para la senal muestreada se tiene

n
t: T: _—
n Fs
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entonces se cumple que

o , 1/2 '
.I'(?’L) = $a(nT> = / Xa(F>eJ27rnF/Fs dF ; X(f)eJQﬂ'fn df

—-1/2

Considerando que f = F/F; y df = dF/F} se obtiene entonces

Fy)2
_/ F/F 6]27rnF/F dF = / X )GJQTFRF/FS dF
F./2

El lado derecho se puede segmentar en bloques de ancho Fy de la siguiente manera:

00 ' 00 (k4+1/2)F, ,
/ Xo(F)e s qp =y~ / Xo(F)em /e qp
—c0 e oo ¥ (k—1/2)F

Con un cambio de variable en la integral F' = F — kF, dF' = dF, se obtiene un desplaza-
miento del k-ésimo bloque al intervalo [—F;/2, F/2]:

(k+1/2) Fg/2
/ X, (F)el™E/E gp — / Xo(F' + kE,)e>™ F " dF
(k—1/2)Fs —Fs/2
Fs/2
= / Xo(F + kF,)e?™ /5 dF

—F./2
por lo que

1 [ F\ . Fs/z
F/ X (F) 6]27rnF/Fs dF = Z / F + ]CF) j2nnF/Fs dF
s J—Fs/2 s

k=—00 Fs/2
Fs/2 .
= / Z Xo(F + kFy,)| e F/T qF
—Fs/2 k=—o00

es decir

X(£) =X = £ 3 X -HE)

k=—o0

Noétese que el espectro de la senial discreta X (f) es igual a la repeticién periddica con periodo
F del espectro escalado F, X, (F).

Si el espectro de la senal analdgica es de banda limitada, es decir, X,(F) = 0 si |F| > B,
entonces si se elige Fy mayor a 2B se cumple para el rango de frecuencias tnicas |F'| < Fy/2:

F
X(f)za&@m F| < F/2.

En este caso no existe aliasing y los espectros de las senales continua y discreta son idénticos
en el intervalo de frecuencias |F| < F;/2, exceptuando el factor de escala F (figura 4.12).
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Za(t) X, (F)
/ ia) ‘p B w
r(n) X(£)
=t (b) —F —B B Fs=+%
| { { ’ [ » \/ \/ \/ \/ \ / \./
I e T () —F F F

Figura 4.12: Senal analégica de espectro finito y los efectos de diferentes frecuencias de muestreo.
(a) Senal analdgica x4(t) y su espectro. (b) Muestreo con Fs > 2B. (c) Muestreo
con Fy < 2B.

Si F, < 2B entonces el solapamiento espectral impide que la senal original pueda ser recu-
perada a partir de las muestras. Si no hay solapamiento, entonces

X (£) IFI<F2
0 F| > F,/2

Xo(F) =

y puesto que
F > .
y ademas
Fy/2 '
rolt) = / X, (F)eit 4
—Fy/2
se tiene que

Fs/2 0 . ‘
Ia(t) — —/ [ Z x(n)e_327an/Fe] 6]27TFt dF

Fo/2

n=—oo

-+ 3 x(n)/

n=—oo _FS/2

Fg/2 )
€j27TF<t—}%) dF

Para t = n/F, se cumple

F/2 . Fo/2
/ 2 F (%) qF = / dF = F,
—Fs/2 —Fs/2
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y puesto que para t # n/F se tiene
Fs/2

/FS/z €j27rF(t7Fi) AF ejQWF(t_?s) _ ejWFS(t_FT) — e_j”E(t_FT)
.2 e (t=#)| , jor (t— 2)

Csen(wh (1= 2))  Fsen (eE (1 2))

m(t-2) nF, (1 - #)
con lo que se cumple para todo ¢

Fj2 i
/ (%) dF — F,sa <7TFS [t _ ED
—Fs/2 Fs

Zo(t) = i (n)sa (m [t - %D

n=—oo

entonces

= > ao(nT)sa(rF, [t —nT))
que es la interpolacién de las muestras utilizando el interpolador ideal

gy =) _ (ﬁ) . (4.5)

7TT T

Noétese que g(t) es cero parat = kT, k € Z \ 0. En otras palabras, si x,(t) es de banda limi-
tada By x(n) = z,(nT') es muestreada con Fy > 2B entonces z,(t) puede ser reconstruida
completamente y de forma tnica utilizando el interpolador g(t) dado en (4.5). Debe adver-
tirse, sin embargo, que ¢g(t) tiene extensién infinita y no es causal, por lo que en aplicaciones
practicas suele aproximarse con interpoladores finitos. La figura 4.13 muestra un ejemplo de
interpolacién de una secuencia finita de muestras z(n) = {0,3,2,—1,1,0}. Se aprecia que la
funcién interpolada atraviesa todas las muestras, mientras que para valores de t no enteros
todas las muestras contribuyen al valor interpolado.

4.3 Propiedades de la transformada de Fourier de senales
discretas

Simetria: Anteriormente se discutio el hecho de que cualquier senal puede representarse
como la suma de una componente par y otra impar. Esto se puede aplicar tanto a la parte
real como a la imaginaria del espectro y de su senal. Se puede demostrar que la relacion
entre estas componentes es la siguiente:

z(n) = [zk(n) + Jri(n)] + [zk(n) + jri(n)]

[ [ I

Xw) = Xpw) + jXiw)] + [X7w) + Xp(w)]
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z(n), Za(t)
4.-
3..
2.-
¢ e | | ! » n, 1l
41 b 1 2 \‘V 4 I
_1--

2+

Figura 4.13: Ejemplo de iterpolacion ideal para una secuencia de muestras finita.
Si z(n) es real, entonces X (—w) = X*(w)

Linealidad: Si z1(n) o—e X;(w) y x2(n) o—e X3 (w), entonces:

a171(n) + asra(n) o—e a1 X1 (w) + as Xo(w)

Desplazamiento temporal:

z(n) o—e X(w) = x(n — k) o—e e 7* X (w)

Reflexién temporal:

2(n) o—e X(w) = x(—n)o—e X(-w)

Teorema de la Convolucién:

~—

z1(n) * x2(n) o—e Xj(w)Xa(w

Teorema de la Correlaciéon:

z1(n) o—e Xj(w), x2(n) o—e Xy(w)

Tarag (1) 00 g0y (W) = X1 (W) Xa(—w)
Si la senal es real, puesto que X (—w) = X*(w) entonces:
P () oo X () X () = X (0)X*(@) = [X (@) = Sy w)
que se conoce como el teorema de Wiener-Khinchin.
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Desplazamiento frecuencial:

z(n) o—e X (w) = /*"z(n) o—e X (w — wy)

Teorema de modulacién:

() o X () = #(n) cos(uagm) o—e g {X (@ + wo) + X(w  wo)}

Teorema de Parseval:

jn;oo.rl TL 27T/ X1 X2 )d
Demostracion:
1 " - wn *
/ X1 X2 )d = % » < ; xl(n)e J > X (w)dw
= 2 z1(n 27T/ X" (w)e 7 dw
= Z z1(n)xs*(n)

Para el caso z1(n) = z2(n) = z(n) o—e X (w):

=Y =2 [ xe)rds = £ [ S
2T o2

n=—0oo

Teorema del enventanado (multiplicacién de secuencias):
z1(n) o—e Xi(w), z2(n) o—e X5(w)
1 ™
= 23(n) = x1(n)r2(n) o—e X3(w) = %/ X1(AN)Xo(w = A)dA = X (w) * Xo(w)

donde el stmbolo * a la derecha, denota la convolucién peridédica en el dominio de la frecuen-
cia.

Diferenciacién en el dominio de la frecuencia:

x(n) o—e X (w) = nz(n) o—ojd);(:u)
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4.4 Sistemas LTI en el dominio de la frecuencia

4.4.1 La funcion de respuesta en frecuencia

En el capitulo 2 se demostrd que la respuesta de cualquier sistema LTI en reposo a una senal
de entrada x(n), estd determinada por la convolucién con la respuesta impulsional h(n):

= > k)z(n— k)

k=—o00

Para analizar este sistema en el dominio de la frecuencia se analiza su respuesta a una senal
exponencial compleja x(n) = Ae’“". Se obtiene como salida:

Z h 6](1.) n—k) 6]wn Z h —]wk _ AH(w)ejwn
k=—0o0 k=—o0
Nétese que H (w) existe si el sistema es estable, puesto que >~ >° _ |h(n)| < co.

La respuesta del sistema LTI a una entrada exponencial compleja es entonces otra senal
exponencial compleja de la misma frecuencia, pero con una nueva amplitud y fase deter-
minadas por H(w). Puesto que H(w) = |H(w)|e?“#(“) entonces es claro que la magnitud
cambia de acuerdo a |H(w)| y la fase de acuerdo a ZH (w).

Puesto que h(n) es discreta, entonces H(w) &—o h(n) es periddica y se cumple entonces:
1 [" ,
h(n) = — H(w)e*"d
) = 5 | Ao

Ademas, por las propiedades de simetria, si h(n) es real, entonces H(w) tiene simetria
hermitica, es decir H(—w) = H*(w), lo que implica que |H(w)| = |H(—w)| (simetria par),
/H(w) = —/H(—w) (impar), Re{H(w)} = Re{H(—w)} (par), Im{H (w)} = —Im{H(—w)}

(simetria impar).

A H(w) se le denomina respuesta en frecuencia del sistema. Esta funcién determina la
amplitud y fase para cada senal exponencial compleja de entrada. Ademds, puesto que

cos(wn) = M, entonces la respuesta del sistema LTI con respuesta impulsional h(n)
ante la entrada x(n) = A cos(wn), sera:
A jwn —jwn
y(n) = by (H(w)e™"™ + H(—w)e7*™)

A . '
= E (|H(w)| ej(wn—&-éH(w)) + |H(—W>| €_J(Wn—4H(_w)))

— A H(w)] (St @) 4 gitont 21
2

= A|H(w)| cos(wn + £LH(w))

Es decir, |H(w)| determina la atenuacién o amplificacién de la componente frecuencial de la
entrada con frecuencia angular w, y por ende se le denomina respuesta en magnitud, mientras
que Z/H(w) determina la fase a la salida de la misma componente (respuesta en fase).
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Ejemplo 4.4 Para el sistema descrito por la ecuacion:

y(n) =ay(n—1)+bz(n), 0<a<l A abelR

1. Determine H(w)

[\

. Elija b de tal modo que |H(w)| sea a lo sumo 1y grafique |H(w)| y £H(w) para a = 0,9

3. Determine la salida para z(n) =5+ 12sen(Zn) — 20 cos (7n + %)

1. Puesto que Y (z) = aY (2)27' + bX(2) = §<Z)) = —L + = H(z) =—oh(n) = ba"u(n)
b
Hw)= ——
() 1 —ae
6] 6]
HW)| = m———7 = 7= —
1 —ae @] |1 —a(cosw — jsenw)|
) o
V(1 —acosw)? + (asenw)?

6] 14

V1 —2acosw+ a2cos?w + aZsen?w /1 — 2acosw + a2

/H(w) = £b— arctan (ﬁ&)

— acosw

[N}

. |H(w)| es méximo si el denominador es minimo, y esto ocurre, puesto que a € [0, 1]
cuando cosw es maximo, es decir, cuando w = 0:

I ol
Vi—2a+a2 1-

Eligiendo b = 1 — a se obtienen las graficas en la figura 4.14.

H(0)] = =l =1-a

er |HW)|

O(w)

3.14159 +

1.5708 +

I I g
T T T

0.785398 1.5708 3.14159

-1.5708 +

f W
1.5708 3.14159

-3.14159 +

(a) (b)

02+

Figura 4.14: Respuestas de magnitud y fase para el sistema en el ejemplo (4.4).
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3. Asumiendo a = 0,9, se requiere H(0), H(3), H(7)

H(0) = 1£0°
0 (3)| - -
2 Vi+a2 V181
/H (g) = —arctana = —42°

l—a 01
Tro 0o~ 003 () =0

= 0,074

|H ()]

entonces

y(n) =5+ 12 (H (g) ’ sen [gn +/H (g)]
— 20| H ()| cos [m + % + 4}1(@}

=5+ 0,888 sen <gn — 42°> — 1,06 cos <7m + %)

4.4.2 Respuesta transitoria y en régimen permanente a entradas
sinusoidales

La seccién anterior analizo la respuesta de sistemas LTI a una entrada cosenoidal o exponen-
cial compleja “eterna’”, es decir, aplicadas al sistema en n = —o0. La respuesta observada
es entonces en régimen permanente, y no hay respuesta transitoria.

Todo sistema LTI estable BIBO excitado por una senal exponencial compleja en n = 0 u
otro tiempo finito, tendra una respuesta transitoria que tiende a cero a medida que n tiende
a infinito.

Ejemplo 4.5 Determine las respuestas transitoria y de estado permanente para:
z(n) = A’ u(n)

del sistema

y(n) = ay(n —1) +z(n)

En la seccion 2.5.2 se demostrd que la respuesta de este sistema con condiciones iniciales no
nulas es:

y(n) = a"My(-1) + Zaka:(n —k),n>0
k=0
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Sustituyendo x(n) = Ae?“"u(n) se obtiene:

y(n) =a"y(—1) + A Z akeiwn=k)
k=0

n
E ake—]wk eJwn

=a"My(-1)+ A

k=0
1— an+1€—jw(n+1) )
— o+l jwn
a"y(—1)+ A T —aedo©
n+1_—jw(n+1) jwn
n+1 a € jwn €
—aly(—1) AL e T
y(=1) 1 —ae v + 1 —ae v

El sistema es estable si a < 1, con lo que se obtiene para n — oo la respuesta de estado
permanente (steady state):

A .
yss(n) = lim y(n) = Jwn

n—00 1 —aqeiw
La respuesta transitoria esta dada por los otros términos:

Aefjw(n+1)'

n+1 wn

r p— —1 N — - .]
() = a {y< )- e }

= g1 {y(—l) _ _Aer }

1 — ae v

y tiende a cero para n — oo.

4.4.3 Respuesta en régimen permanente a senales de entrada periédicas

Sea x(n) una senal periédica, con periodo fundamental NV, definida en el rango —oco < n < oo,
por lo que la respuesta de un sistema LTI estable serd la respuesta en régimen permanente.
La senal x(n) puede entonces expresarse por medio de una serie de Fourier:

=

z(n) = cre? 2N

0

e
Il

; n
Puesto que la respuesta a xj(n) = c,e/?™~ es:

2 I
ye(n) = cp H (%k) eI2 kN

entonces, utilizando la linealidad del sistema se obtiene:

con dp, = ¢ H (%”k) La respuesta tiene entonces el mismo periodo de la entrada, pero otra
forma de senal debido a los cambios de amplitud y fase aportados por los coeficientes dy.
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4.4.4 Respuesta a senales de entrada aperiodicas

Puesto que la salida de un sistema LTI en tiempo discreto es:

y(n) = h(n) xx(n)

se obtiene en el dominio de la frecuencia:

donde se deriva:
Y (w)| = [H(w)|| X (w)]

2Y (w) = LH(w) + £X (w)
La respuesta en magnitud |H (w)| indica cudles frecuencias se amplifican y cuéles se atentan.
Notese ademas que la salida de un sistema LTI no puede tener frecuencias que no estén

presentes en la entrada y en la respuesta en frecuencia; sélo sistemas no lineales o variantes
en el tiempo pueden generar nuevas frecuencias.

A pesar de que la salida y(n) se puede obtener de la respuesta en frecuencia:

vin) = o= [ Yo

:§ o

no es usual emplear la transformada inversa de Fourier por ser relativamente mas simple el
tratamiento con la transformada z. La relacion entre las densidades espectrales de la entrada
Szz(w) y de la salida Sy, (w) se obtiene facilmente con:

Syy(w) =Y ()" = [H(w)P|X ()] = [H (w)]* S (w)

La energia de la salida es entonces:

1 (7 1 [
Syy(w)dw = — |H (w)]? e (w)dw

2 ),

E

Yoo )

4.4.5 Relaciones entre la funciéon de transferencia y la respuesta
en frecuencia

Si la ROC de la funcién de transferencia contiene a la circunferencia unitaria, entonces:

Si H(z) es racional, H(z) = % y asumiendo que h(n) es real, entonces:

H(u)) o B<w) o ZI]:[:O bkeijWk —b HI]:[:l (1 B Zkeijw)
o A o N _jwk Oy _ —jw
(W) 1+ age [T (1 — pre=¥)
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con los coeficientes reales {ay} y {bx}, y los ceros {2z} y polos {px} que pueden ser complejos.
Si h(n) es real, entonces H(—w) = H*(w) y ast:

|H(w)|* = Hw)H*(w) = Hw)H(~w) = H(z)H(z"")| _,. (4.6)
= g{rhh(n)} |z=ej“’

lo que confirma el teorema de Wiener-Khinchin |H (w)[* &—o 4, (n).

Sea D(z) = B(z)B(z7!)e—ob(n) xb(—n) y C(z) = A(2)A(z7!) e—oa(n) * a(—n). Puede
demostrarse que:

que corresponden a la autocorrelacion de a(n) y b(n), los coeficientes de denominador y
numerador de la funcién de transferencia. Puesto que A(w) = Z],CVZO a(k)e™“* v B(w) =

lecvzo b(k)efjwh ch=c_ydpy=d_:

do + 230 dy cos kw
co + 2 Zszl ¢y, cos kw

H(w)P =

donde con cos kw = 251:0 Bm(cosw)™, entonces |H(w)|* es una funcién racional de polino-

mios de cosw. Esto implica que la densidad espectral de energia es continua, suave y si se
indefine, o se hace cero, lo hace en puntos finitos aislados.

4.4.6 Calculo de la respuesta en frecuencia

Para evaluar el efecto de los polos y ceros de la funcién de transferencia en la respuesta en
frecuencia, evaliese entonces:

H(w )7b0Hk L (1= ze™¥) beijM)Hkl(j — )
[T (1= pre) T (e — pi)

y con €9 — 2z, = Vi ()&l @) e —pp = Up(w)e? @) Vi(w) = |67 — 2|, Op(w) = £ (7 — z),
Up(w) = |7 — pp|, dn(w) = Z (67 — py), se obtiene:

ZH(w) = Zbp+w(N — M) +61(w) +... +0u(w) — [¢1(w) + ... + on(w)]

Nétese que (€7 — pi) puede interpretarse geométricamente como el fasor que va del polo
pr al punto €’“ que se encuentra en la circunferencia unitaria con el dngulo w. El mismo
concepto se aplica a los ceros.
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(ejw _ pk)A IHI{Z}

elw

|

Pk \\w

1 >Rc{z}

Figura 4.15: Interpretacién geométrica del factor (ejw — pk).

La respuesta en frecuencia H(w) se hard muy pequena si z = €/“ pasa cerca de un cero, o se
hara muy grande si pasa cerca de un polo.

Nétese que si la magnitud de H(w) se expresa en decibelios, entonces:

M N
|H(w)|ap = 201og;, |bo| + 20 Z logo Vi(w) — 20 Z log;o Uk (w)
k=1 k=1

4.5 Sistemas LTI como filtros selectivos en frecuencia

Filtro es un caso particular de sistema que discrimina algtn atributo de los objetos o senales
aplicados a su entrada, y permite o suprime el paso de dichos objetos o senales si y solo si
estos presentan ese atributo. Asi, filtros de aire y aceite permiten que estas sustancias los
atraviesen, evitando que otras impurezas como polvo alcancen su salida; filtros de luz (por
ejemplo, luz infraroja) permiten el paso de sélo una parte del espectro electromagnético.
En las secciones anteriores se presenté la propiedad de los sistemas LTI de filtrar diferentes
componentes en frecuencia de su senal de entrada, caracterizada por la respuesta en frecuen-
cia H(w). Es por ello que los términos sistema LTI y filtro se utilizan con frecuencia como
sinénimos.

Eligiendo la posicién de los polos y ceros en la funcién de transferencia se eligen los coefi-
cientes ay, y by para obtener una determinada forma de la respuesta en frecuencia H(w), que

puede considerarse como funcién de ponderaciéon o conformacion espectral, pues la salida del
sistema es Y (w) = H(w) X (w).

Los sistemas LTT en estas funciones de filtrado selectivo de frecuencias o conformacién es-
pectral se utilizan de varias maneras: como eliminadores de ruido, conformacién espectral
para igualacion de canales de comunicacion, deteccion de senales en radar y sonar, analisis
espectral, etc. En esta seccion se revisaran algunos conceptos basicos, que seran retomados
en el capitulo 7 con mayor detalle.
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4.5.1 Filtros ideales

Como filtro ideal se conoce un sistema LTI con respuesta en frecuencia
Ce 9™ ) < w < wy
H(w) = .
0 en caso contrario

es decir, una ganacia constante C' en la banda de paso, y cero en la banda eliminada. Algunos
filtros selectivos se muestran en la figura 4.16.

H(w H(w H(w
A| (W)l A\ (W) A| (@)l
<B>
< | | - < | | - < | | | | -
- T T - - I T - - — — -
-7 B B w — We We w —T —Wo wo w
Paso Bgjo Paso Alto Paso Banda
H(w H(w
A| (@)l A\ (W)
- [ [ - -
il I I I I VL(J il V(U
—T —Wo wWo T
Supresor de Banda Paso Todo

Figura 4.16: Respuesta en magnitud de algunos filtros ideales selectivos en frecuencia.

La respuesta de fase lineal permite que senales de entrada con componentes frecuenciales
confinadas en el intervalo w € [wy, ws] sean simplemente escaladas y trasladadas en el tiempo,
pues:
Y(w) = Hw)X(w)

= Ce 7™ X (w)

= CX(w)e 7™ e—oy(n) = Cx(n —ng)
El retardo no es considerado como una distorsion grave de la senal y es usualmente tolerado,
tal y como el escalado en amplitud. En estos filtros la derivada de la fase tiene unidades de
retardo, y a la magnitud

@) = -2 ) = zirw)

se le denomina retardo de envolvente o retardo de grupo del filtro. En el caso de los filtros

ideales, puesto que #(w) = —wny, entonces 7,(w) = ng y es constante. En general, 7,(w)
indica el retardo temporal que experimenta la componente de frecuencia w cuando pasa a
través del sistema. Entonces, en los filtros ideales todas las componentes se retrasan.

Los filtros ideales no son realizables. Por ejemplo, la respuesta impulsional del filtro paso

bajo es:

sen(w.mn
hip(n) = %,—oo <n < oo
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que es anticausal, infinita y no es absolutamente sumable, por lo que el sistema es inestable.

Algunos filtros digitales basicos pueden diseniarse colocando polos y ceros en el plano z,
cerca de la circunferencia unitaria, de tal forma que se obtenga la forma de la respuesta en
magnitud deseada, donde los polos deben estar en el interior de la circunferencia unidad, y
si hay polos o ceros complejos, deben presentarse entonces en pares conjugados.

4.5.2 Filtros paso alto, paso bajo y paso banda

En el diseno de filtros paso bajo, los polos deben situarse cerca de los puntos de la circun-
ferencia unidad correspondientes a las bajas frecuencias (cerca de w = 0) y los ceros cerca
de los puntos de la circunferencia unidad correspondientes a las altas frecuencias (cerca de
w = ). El caso contrario es para filtros paso alto.

Ejemplo 4.6 Disefie un filtro paso bajo con |H(0)| =1y

1. un solo polo en p; = 0,9

2. un poloyunceroen p; =09y z; = —1

1. En general, un sistema LTT tiene la forma:

S g biz Hk (1 =227
I+ Zzlcvzo akz_k Hk L (T =prz7t)

Un filtro de primer orden sin ceros tendra la funcion de transferencia

H(z) =

bo b bo
Hi(z) = = = H(w) = ————
) =T, T~ 100~ W) =T
Puesto que [H,(0)] = 1= {8 = by = 0,1; H(r) = 35 = 0,0526.
2. En este caso
bo(1 — 2z1271) 1+2z71 14 e v

Hy(w) = —"""2 =bhp—— = H. bp———————
2(w) === Pzl °1-0,92" 2(w) = bog— 0,9¢ 7

yH2<O) —b01+1 = 20by = by = QO’HQ( ) 0

Reflejando los polos y ceros con respecto al eje imaginario, se obtienen filtros paso alto:
b[) bo(l — €_jw)
H = T H = —
1 (w) 170907 2 (w) 1+ 000«

Para filtros paso banda, se debe escoger un par de polos complejos conjugados cerca de la
circunferencia unidad en la vecindad de la banda de paso.
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12—+

le
ng ””””

-3.14159 -1.5708 1.5708 3.14159

D

-0.2-+

Figura 4.17: Respuesta en magnitud de (1) filtro paso bajo de un polo, (2) filtro paso bajo de un
polo y un cero; Hi(2) = (1—a)/(1—az"), Ha(2) = [(1-a)/2[(1+21)/(1 —az™)]
y a=0,9.

12+

0.8
0.6 T

0.4+

>

-3.14159 -1.5708 1.5708 3.14159

-0.2+

Figura 4.18: Respuesta en magnitud de un filtro paso alto Hy(z) = (1 —a)/(1 + az™ 1), Ha(2) =
[(1—a)/2[(1 = = )/(1+ az")] y a = 0.9.

Ejemplo 4.7 Disene un filtro paso banda de segundo orden con banda de paso en w = 7,
con [H(0)] = [H(m)| = 0, |H(F)| = 75, [H(3)| = 1.

Solucién: Los polos deben estar en p; o = re¥z =4rj0<r<1,yloscerosen zy =1y
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2z = —1, por lo que:
(z—1)(z+1) 22 -1 e — 1
H(z) =05 = bp—" = H(w) = bp————
)=t (z—jr)(z+jr) 2412 () = boas + 12
s —2 ! 2 1—r?
H(Z)| = lbor—g| 2 1=0 — 1= by =
‘ 2 01— 2 01— 2 T2
i 4m 2: 1—r2\*  2—2cos (%) 11
9 2 1+7rt42r2cos (87) 2
La solucién resulta en r? = 0,7 (figura 4.19).
1.2
|H ()| ——
1__
0.8+
0.6+
0.4+
0.2+
-3.14159 -1.5708 1.5708 3.14159
-0.2+

Figura 4.19: Respuesta en magnitud de filtro paso banda; 0,15[(1 — 272)/(1 + 0,722)].

Otra manera de convertir un filtro paso bajos en uno paso altos es aplicar el desplazamiento
en frecuencia la respuesta H(w) 7 radianes:

Hpp = Hyp(w — )

con Hp,(w) la respuesta del filtro paso alto (hp: high pass) y Hj,(w) la respuesta del filtro
paso bajo (Ip: low pass). Nétese que la respuesta impulsional seria

hip(n) = (€77)" hup(n) = (=1)"huy(n)

Ahora interesa observar qué le ocurre a los coeficientes de la ecuacién de diferencias con este
desplazamiento en frecuencia. Puesto que:

N M
y(n) ==Y ay(n—k)+ > bx(n — k)
k=1 k=0
M —Jjwk
_ bke J
Hplu) = —=p W
14>, age™i®
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Sustituyendo w por w + 7 se obtiene:

224 0( )kb eIk

Hy,(w) =
P e
que equivale a:
N
y(n):—Z( Dfapy(n — k —i—Z Yebra(n — k)
k=1

y por lo tanto el inico cambio debe hacerse a los Coeﬁ(nentes ap v by con k impar, quienes
cambian su signo.

4.5.3 Resonadores digitales

Un resonador digital es un filtro paso banda con un par de polos complejos conjugados, que
determinan con su posiciéon angular la frecuencia de resonancia del filtro y con un maximo
de dos ceros que se sitian en el origen o en z = £1 (figura 4.20).

/H(w)

[H (w)]

X p—

"
N

€
[SIE]

Figura 4.20: Resonadores digitales todo-polos.

Para el caso con los ceros en el origen, se obtiene como funcién de transferencia:

bo bo

— r@jWOZ_ — re—j“’OZ_ - — TCOSWy)z™ + rez-
1 1 1 1 1 2 1 2 2

H(z) =

Dado que las bandas de paso se encuentran centradas en wy o cerca de wy, by se elige de tal
modo que |H(wp)| =1

b() . bO
(1 — rejwoe=iwo)(1 — re~jwoe=iwn) — (1 —r)(1 — re—i2o)
bo
H(wy)| = =1
[H (wo)] (1 —r)v/1+ 12— 2rcos 2wy

= by = (1 —r)y/1+ 72 — 2r cos 2wy

H(WO) =

Si se expresa |H (w)| como ﬁ[# y 0(w) como 2w - O (w) — @(w),'donde (1—pz) =
(1 —re?*0z™) = Up(w)e?®1 @) (1 — poz™t) = (1 — re7%0271) = Uy(w)e’**™) entonces

Ur(w) = /1 + 12 — 2rcos(w — wy), Us(w) = /1 + 12 — 27 cos(w + wp)
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U alcanza su minimo en w = wy (Uy(wp) =1—7r) y Uy en w = —wp (Uz(—wp) =1 —r).

Sin embargo, su producto U (w)Us(w) alcanza su minimo en (figura 4.21):

1+ .
Wy = COS coswy |, limw, =wy

r—1

Figura 4.21: Posicion de la frecuencia de resonancia con respecto al radio y al angulo de los polos.

Puede demostrarse que el ancho de banda de —3dB es aproximadamente Aw = 2(1 — r)

para r — 1.

Si los ceros se sitian en w = 0 y w = 7, la funcion de transferencia es:

(1—2"H(1+271 (1—272)
H — - - =
(2) G(l — relwoz=1)(1 — re-jwoz=1) Gl — (2rcoswp)z=t 4 12272

La presencia de ceros cambia la posicién de la frecuencia de resonancia (figura 4.22): es
ahora mas cercana a wy. Ademas, su ancho de banda es usualmente menor.

/H(w)

H(w) _ _
4 ey R— . ey R—
: |

0.8
O
4

0.6

04+

[SENN
3

Figura 4.22: Resonadores digitales con ceros en w =0y w = 7.
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4.5.4 Filtros ranura

Un filtro ranura o muesca, es un filtro con uno o mas cortes profundos, idealmente ceros
perfectos en su respuesta en frecuencia. Para crear éstos en la frecuencia wy, se introduce
un par de ceros complejos conjugados en la circunferencia unitaria con angulo wy. Es decir,
212 = %70 1o que resulta en:

H(z) =b(1 — ejwoz’l)(l — e’j“’oz’l) = bo(1 — 2 cos woz t + 272)
\H(wll.2 1

14

I T T LL}
-3.14159 -1.5708 1.5708 3.14159

D

-0.2-+-

Figura 4.23: Caracteristica de respuesta en frecuencia de un filtro ranura.

El problema de esta configuracion es que el corte tiene un ancho de banda relativamente
grande. Esto puede ser atenuado situando polos complejos conjugados en p; o = re“0, que
introducen resonancia en la vecindad del cero, y por tanto reducen el ancho de banda de la

banda suprimida. La funcién de transferencia resultante sera:

1 —2coswyz™! 4+ 272

H(z)=1b

0
1 —2rcoswpz1 +1r2z=2

4.5.5 Filtros peine

Un filtro peine puede verse como un filtro ranura en el que los ceros aparecen periédicamente
en toda la banda de frecuencias. Se utilizan por ejemplo en el rechazo de armonicos en lineas
de potencia y en la separacién de componentes solares y lunares de las medidas ionosféricas
de la concentracion de electrones.

La forma mas sencilla de filtro peine es el filtro de media mévil (FIR):
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12+

le
ng

-3.14159 -1.5708 1.5708 3.14159

D

-0.2+

Figura 4.24: Caracteristica de respuesta en frecuencia de un filtro ranura con un cero en w = 7;
_ 1, -2
Hi(z) = G;—-2coswoz 42 para 71 = 0,85 y ro = 0,95

"1—2r; coswoz 1 4riz—2’

con funcién de transferencia

M
1 1 — 2~ (M+D)
H(z) = k__-_Z
(2) M+1kZ_OZ 1— 21
y respuesta de frecuencia
M M+t1
@S sen (W=~
H(w) — € 2 ( 2 )
M+1 sen (%)
De H(z) se deduce con 1 — z= M+ = 0 = 1 = 27 = M+l = » = eIt k=1,2,..., M.

Noétese que el polo en z = 1 se cancela con el cero en z =1 (k = 0), por lo que el tinico polo
estd en z = 0.

Otra manera de generar filtros peine es a partir de cualquier filtro FIR con al menos un cero
en cierta frecuencia wy. Si este filtro tiene funcién de transferencia H(z) = 24:0 h(k)z=*

y se reemplaza z por z¥, con L € Z, L > 0, entonces el nuevo filtro FIR tiene funcién de

transferencia

Hy(z)=> h(k)z*"

k=0

Si la respuesta en frecuencia correspondiante a H(z) es H(w), entonces:
M
Hy(w) = h(k)e 7" = H(Lw)
k=0

es decir, una repeticién de orden L de H(w) en el rango 0 < w < 7, donde H (w) se comprime
para que todas las repeticiones ocupen dicho intervalo.
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[HW)I

()

S

Figura 4.25: Ejemplo de filtro peine FIR con M = 6.
Ejemplo 4.8 Disene un filtro peine a partir del filtro FIR

y(n) = 3 (x(n) + 2(n— 1))

tal que suprima las frecuencias w = 7 + k

[ME

z(n) —1 2

\i
w

Figura 4.26: Diagrama de bloques del ejemplo (4.8).

La funcién de transferencia es:

14271
H(z) —
()=
y por lo tanto (figura 4.27)
L4 e v o=i%(eti% 4 3% "
H(w) = +2€ = ¢ (e 2+e >:e]2cos<g)

Utilizando L = 4 se obtiene Hy(w) = e 9% cos(2w), proveniente de H(z) = 2= (fi-

2

gura 4.28).

Notese entonces que si H(w) tiene un cero en wy, Hp(w) tendrd ceros en ot2rh f —
0,1,2,..., L — 1.
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x  LH
5 | LH)
' f € W
% -
w3 N -
Figura 4.27: Respuesta en frecuencia de y(n) = (z(n) + z(n —1))/2.
[H(w)] x| CHE)

o
i

Figura 4.28: Respuesta en frecuencia de y(n) = (z(n) + z(n — 1)) /2.

4.5.6 Filtros paso todo

Un filtro paso todo tiene una respuesta en magnitud constante para todas las frecuencias:

|Hw)|=1, 0<w<m

El ejemplo mas simple es el registro de desplazamiento:

|H(w)| =1

)=t = { IO

Otro caso esta dado por filtros con funciones de transferencia:

Al S
H(z) =2V f(liz))’ con el polinomio A(z) = kzzoakz_k, ap =1,
es decir,
H(z) = ay +ay_1z7 ot a N 4 N

l4+aiz7t+...+anz N

con el resultado de (4.6) en la pagina 116,

HE@P = HEHG| . = V28
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Figura 4.29: Correspondencia entre polos y ceros de un filtro pasa-todo

. . . : .
2, €sun polo, lo que quiere decir que si algin polo o

cero esta dentro del circulo unitario, la contraparte estara fuera (figura 4.29).

Notese que si zg es un cero, entonces

Si este filtro paso todo tiene polos reales ay v polos complejos 3, entonces puede expresarse
como:

AL (7' =B (=" = B)
Hap(2) = ]H 1—apz? I}_[l (1 =Bzt (1 = B'271)

donde hay Ng polos y ceros reales, y N¢ pares de polos y ceros complejos conjugados. Si el
sistema es causal y estable, entonces |ay| < 1y |Ok| < 1. Para analizar el comportamiento
de la fase y retardo de grupo puede tomarse uno de los términos anteriores y con «y = re?’:

-1 *
z — O
H, (z) = ——
apk( ) 1 — Oékz_l
e —red 1 —rel@0)
Hapk (CL)) = T 0w =€ T =)
1 —retfe—w 1 — reil0-w)

_jwl—7cos(w—0)— jrsen(w —0)

—° 1 —rcos(w—0) + jrsen(w — 6)

up(0) = £(Hap, (2)) = —w — 2arctan (1 rsen(w — 0) )

—rcos(w — 0)

y con 5% arctan(z) = ﬁ se obtiene para el retardo de grupo:

00, (w
7(w) = _—{;cg )
B 1 rcos(w — 0)(1 —rcos(w — 0)) — rsen(w — 0)rsen(w — 0)
=+14+2 72 sen?(w—0) (1 — TCOS(W - 9))2

(1—7r cos(w—0))?
(rcos(w — 0) — r?cos?(w — 0) — r? sen?(w — 0))

=4+142
LR cos(w — 0) + 12 cos?(w — 0) + r2sen?(w — 0)
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(rcos(w —6) —r?)
1 —2rcos(w — 0) 4 r?
1+ 7% — 2rcos(w — @) + 2r cos(w — 0) — 2r?
1+ 172 —2rcos(w —6)
1—r?

= >0,Vr<1,r>0
1472 —2rcos(w —6) T :

= 142

Un sistema pasotodo con varios polos y ceros tendra siempre un retardo de grupo positivo,
por estar conformado el retardo total por la suma de términos como el anterior, que seran
siempre positivos.

Este tipo de filtros se utilizan como “igualadores de fase”, colocandolos en cascada con un
sistema de respuesta en fase no deseada, de tal modo que se compensa la fase total del
sistema para obtener un comportamiento lineal.

4.5.7 Osciladores digitales

Los osciladores son el caso extremo de un resonador digital, donde los polos complejos
conjugados se encuentran sobre la circunferencia unidad. El sistema de segundo orden:

bo
H(z) =
(2) 1+ aiz7t + axz2
con a; = —2rcoswy, as = r2, tiene polos complejos conjugados en p = reti“0 y respuesta
impulsional:
bo?"n
h(n) = sen((n + 1)wg)u(n
() = =2 sen((n -+ Lt )u(n)

Para el caso r = 1 entonces:

b n
h(n) = o sen((n + 1)wo)u(n) = Asen((n + 1)wp)u(n)
sen wo
con A = - Es decir, cuando el sistema se alimenta con 6(n), oscila indefinidamente. La

sen wq
ecuacion de diferencias:

y(n) = —a1y(n — 1) —y(n — 2) + bpd(n) = 2coswoy(n — 1) — y(n — 2) + Asenwyd(n)

se puede realizar con el sistema mostrado en la figura 4.30.

Nétese que el mismo resultado puede obtenerse con entrada cero, pero con y(n —1) =0y
y(n —2) = —Asenwy.

4.6 Sistemas inversos

Por medio de la convolucién, los sistemas LTI transforman una senal xz(n) en la salida
y(n). En ciertos casos se desconocen exactamente las caracteristicas del sistema y se desea,
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y(n) = Asen(n + 1wy

-
-

(Asenwg)d(n

1 a; = —2coswy

a2=1

— T > 7Tl

Figura 4.31: Sistema 7 en cascada con su inverso 7 1.

teniendo y(n), determinar xz(n). Esto ocurre por ejemplo cuando se desea contrarrestar
los efectos de distorsién que produce un canal de transmisién de datos. Se desea entonces
disenar un sistema que en cascada con el sistema original, produzca la senal de entrada.

A este segundo sistema se le denomina sistema inverso y a la operacién que toma y(n) y
produce x(n) se le denomina deconvolucidn.

La determinacion del sistema inverso requiere conocimiento sobre la respuesta impulsional
h(n) o la respuesta en frecuencia H (w), que se obtienen en un proceso llamado “identificacién
del sistema”. Para esto se alimenta al sistema desconocido con senales de entrada conocidas
(por ejemplo, senoidales de frecuencia y amplitud conocidas) y se revisan las salidas.

4.6.1 Invertibilidad de sistemas LTI

Un sistema es invertible si existe una correspondencia biunivoca entre sus senales de entrada
y de salida. Esto quiere decir que si se conoce la salida y(n) para todo n, entonces se puede
inferir la entrada x(n). El sistema inverso se denota con 7! y se cumple que:

Para sistemas LTI, asumase que el sistema 7 tiene una respuesta impulsional h(n), y h;(n)
es la respuesta del sistema inverso 7 !. Se debe cumplir entonces que:

h(n)x h;(n) =d(n)o—e H(z)H(2) =1

de donde se obtiene
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Para un sistema con H(z) racional, si:

entonces A(Z)
M =5

lo que quiere decir que los ceros de H(z) se convierten en los polos de H(z) y viceversa.
Esto a su vez implica que si H(z) es todo ceros (FIR), entonces H;(z) es todo polos (IIR) y
viceversa.

Ejemplo 4.9 Determine el sistema inverso de h(n) = u(n).

H(z>:1—z*1 = Hi(z)=1-2"'e—ohs(n)=0d(n)—6(n—1)

Ejemplo 4.10 Determine el sistema inverso del sistema con respuesta impulsional h(n) =
d(n) —d(n—1). Con

1

H(z)=1-2"" = Hz)= T

que tiene dos posibles soluciones

4.10

Otra manera mas “algoritmica” de obtener la respuesta impulsional h;(n) se basa en la
convolucién. Si se asume que h(n) y su inverso son causales, entonces:

h(n)* hi(n) = h(k)hi(n — k) = 6(n) (4.8)
Para n = 0 se cumple h(0)h;(0) =1 = h;(0) = ﬁ, y puesto que para n > 0:
> h(k)hi(n = k) = h(0)hy(n) + > h(k)hi(n — k) =0

> h(k)hi(n — k)
T )

= h[(n) = —

lo que se puede programar directamente. Si h(0) es cero, entonces debe introducirse un
retardo en (4.8) sustituyendo §(n) por 6(n — m), donde para n = m, h(n) # 0y h(n) =0
si n < m. Este método tiene, sin embargo, el problema de que conforme n crece, el error
numérico acumulado crece.
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Ejemplo 4.11 Determine el inverso causal del sistema de respuesta impulsional h(n) =
d(n) —ad(n—1). Con h(0) =1, h(1) = —a y h(n) = 0 para n > 2, entonces:

hi(0) = ﬁ =1

- S,

hi(2) = —(h(1)hi(1) + h(2)hi(0)) = —(—aa) = o?
hi(3) = —(h(1)hr(2) + h(2)hs(1) + h(3)h;(0)) = o

4.6.2 Sistemas de fase minima, fase maxima y fase mixta

Sean los sistemas

Hi(z) =1+ a;z7" y Hy(2) =y + 27!

Hi(z) tiene un cero en z = —ay y Ha(z) en z = —a%. Puede demostrarse que si o =

ay = «, entonces las respuestas en magnitud |H;(w)| = |Hz(w)| son ambas idénticas a
V1+a?+2acosw. Para la fase de Hy(w) se tiene que:

Hi(z)=14+az ' =212+ 041) = /H(w) = arg(e (e’ + ay))

/H(w) = —w + arctan ( sen(w )
o + cosw

y para ZHy(w) se tiene que:
Hy(2) =g+ 27" = 27 Hagz + 1) = LHy(w) = arg(e 7 (e’ + 1))

ZHy(w) = —w + arctan (M) = —w + arctan (ﬂ)

14+ agcosw o, teosw

sen(w)

a-+cosw

El término arctan ( ) se comporta de la siguiente manera:

w, sia— 0
w

sen w :

arctan [ ——— | = , sia—1
a + cosw 2 _

e osia>1

La figura 4.32 muestra este ultimo componente en funcion de a y w. El lado derecho de la
misma figura presenta la fase ZH;(z), que es igual al lado izquierdo menos el aporte igual a
w del factor exponencial.
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- sen w
arctan (W

Figura 4.32: Comportamiento de la fase de H;(z) = 1+ az~!. (a) Componente arctan (%)

(b) Fase ZH(w) = —w + arctan (M)

a—+4-Ccos w

En las expresiones anteriores el denominador a+cosw corresponde a la parte real del segundo
factor de la fase (o +€* 0 1+aqe/®). Sise asumen ahora frecuencias cercanas pero menores a
w = 7 entonces senw/(a+cosw) tiende a cero y puesto que para x =~ 0 se cumple arctan z ~ x
entonces para o > 1 se cumple que el aporte en fase de este término aproximadamente cero.
Si la parte real es negativa, es decir, si o < 1, entonces el término aportard una fase cercana
a .

Para un valor constante de a con v < 1, se observa entonces que la fase inicia con cero en
w = —m, luego oscila cruzando una sola vez cero, para nuevamente alcanzarlo en w = 7.
Por otro lado, si @ > 1 entonces la fase inicia con un valor de m en w = —m y baja
monotonicamente hasta alcanzar —m en w = . Esto quiere decir que el cambio neto de
fase 0y(m) — 01(0) para un « particular es cero si a; < 1, mientras que es 7 si a3 > 1. El
primer caso se conoce entonces como sistema de fase minima y el segundo como sistema de
fase maxima.

Un sistema FIR de longitud M + 1 tiene M ceros y su respuesta en frecuencia se puede
expresar como:

H(w) = bg(l — zle_j“’)(l - ZQQ_jw) e (1 - ZMe_jw)

Si todos los ceros se encuentran dentro de la circunferencia unitaria, el cambio de fase neto
serd entonces también de cero entre w = 0 y w = 7, por lo que al sistema se le denomina de
fase minima. Si todos los ceros se encuentran fuera de la circunferencia unidad, el cambio
neto de fase serda ZH(mw) — ZH(0) = M, y el sistema se denomina de fase maxima.

Un sistema es entonces de fase mixta si algunos de los ceros estan dentro de la circunferencia
unitaria y otros fuera, y si el sistema tiene en total M ceros se cumple que el cambio de fase
neto serd menor a M radianes, entre w =0y w = 7.

Puesto que la derivada de la funcién de fase representa en cierta medida el retraso de cada
componente frecuencial, un sistema de fase minima implica una funcién de retardo minima,
mientras que un sistema de fase maxima implica un retardo maximo.
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Un sistema IIR descrito por la funcién de transferencia racional:

B(z)

H&) =730

se denomina de fase minima si todos sus polos y ceros se encuentran dentro de la circunfe-
rencia unitaria, lo que implica ademas que el sistema es estable y causal. Si en un sistema
causal y estable todos los ceros estan fuera de |z| = 1, entonces el sistema es de fase maxima,
y si sélo algunos de sus ceros estan fuera de |z| = 1, entonces el sistema es de fase mixta.

Puesto que el inverso de H(z) es H'(z) = %, entonces se deduce de lo anterior que el
inverso de un sistema de fase minima estable es también un sistema de fase minima estable.
En general, la fase minima de H(z) asegura la estabilidad de su sistema inverso H '(z), y la
estabilidad de H(z) asegura la fase minima de H1(z). Los sistemas de fase mixta o méxima

tienen entonces sistemas inversos inestables.

Descomposiciéon de sistemas de polos y ceros de fase no minima

Cualquier sistema de funcién de transferencia racional y de fase no minima puede descom-
ponerse en la cascada de un sistema de fase minima y un filtro pasa todos.

H(2) = Hpin(2)Hap(2)

Sea H(z) = ﬁg; El numerador B(z) se puede factorizar como B(z) = Bi(z)B(z), donde

By (z) tiene todas sus raices dentro de |z| = 1y Bs(z) todas sus raices fuera. Esto a su vez

implica que Bo(27') tiene todas sus raices dentro de |z| = 1. De esta forma:

BQ(Z)

Hmm(z) = T AN Hap('Z) = m

Notese que H,,(z) es estable puesto que todos los polos de By(271) se encuentran dentro de
la circunferencia unitaria. Ademads, es un filtro paso todo como los descritos anteriormente,
y es de fase méaxima al estar todos sus ceros fuera de la circunferencia unitaria.

Este sistema H(z) de fase no minima tiene el retardo de grupo
7y(w) = 77" (W) + 7P (W)

Puesto que Tg“p(w) > 0 para 0 < w < m, entonces se puede concluir que entre todos los
sistemas con igual respuesta en magnitud, el menor retardo de grupo lo tiene el sistema de
fase minima.

4.6.3 Identificacion de sistemas

Supéngase que se observa una secuencia de salida y(n) cuando se excita a un sistema de res-
puesta desconocida con la entrada x(n). Se desea ahora determinar la respuesta impulsional
del sistema.
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Si existen formas cerradas en el dominio z para z(n) y y(n), entonces h(n) se obtiene
facilmente con

Y(2)

h(n)o—e H(z) = XC)

Otro método trata directamente la convolucién en el dominio del tiempo, asumiendo que
h(n) es causal:

y(n) =Y _h(k)z(n—k),n >0

~ y(0) = h(0)2(0) = h(0) = LY

x(0)
y(n) = > h(k)x(n — k) + h(n)z(0)
k=0

(0) -

Aqui se ha asumido que z(0) # 0. El problema se torna numéricamente inestable para
n > 1.

Un tercer método utiliza la correlacion cruzada entrada-salida:

rye(n) = y(n) * x(—n) = h(n) x z(n) * x(—n) = h(n) * ryy(n)

R

5

£
I

H(W)Sza:(w) = H(W)|X(w>|2

Sus6) _ Sy(w)
Sua()  [X()P

= Hw) =

Se puede aplicar entonces la férmula de deconvolucién (4.9) para determinar h(n) o la trans-
formada inversa de Fourier de H(w). Este método tiene la ventaja de que el uso de las
correlaciones puede eliminar términos de ruido en la identificacién, que podrian alterar los
resultados de los otros métodos.

4.7 Transformada Discreta de Fourier

En las secciones anteriores se observé que senales discretas aperidédicas, como senales digi-
tales de audio, senales digitales sismicas, senales médicas, etc., tienen un espectro periodico
pero continuo, que no tiene una representacion directa para ser manejado por medios digi-
tales. En esta seccion se estudia la transformada discreta de Fourier (DFT, Discrete Fourier
Transform) que representa un mecanismo para el estudio frecuencial por medios digitales
para las mencionadas senales.
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136 4.7 Transformada Discreta de Fourier

4.7.1 Muestreo en el dominio de la frecuencia

Toda senal aperiédica z(n) de energia finita tiene un espectro continuo

(e 9]

X(w) = Z z(n)e 7m.

n=—oo

z(n) | X (wg) [ X (wr)]

LT hr»mT THLTWTJ | LTWTJNT THLTWTJ ‘

* N + + + + + + + + + + + = Wk ‘
6

_‘2 _'1 1 2 3 4 5 6 7 ;3 v9 10 6 5 -4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
(a) (b) ()

Figura 4.33: Senal discreta aperiédica, su espectro continuo, y su espectro muestreado.

5 -4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Si X (w) se muestrea periédicamente (figura 4.33) con un espaciado frecuencial dw = 2% solo
se necesitaran /N muestras puesto que el espectro, por corresponder a una senal discreta, es
a su vez periddico con periodo 27. Las muestras en w = kdw = %’Tk son entonces

2m - —j2mkn/N
X(Wk:): > a(n)e k=0,1,...,.N—1

n=—oo

donde descomponiendo la sumatoria en subintervalos de N elementos y haciendo un cambio
de variable para trasladar cada subintervalo al origen se modifica en

v 27Tk B oo IN+N-1 kN _Nfl (9 . 2k /N
N _Z Zx(n)e —Z Z$(n_ )|e

l=—oc0 n=IN n=0 [l=—oc0
N - 7

zp(n)

conk=0,1,...,N — 1.

La senal
oo

zp(n) = Z x(n —IN)

l=—00
se obtiene repitiendo periddicamente z(n) cada N muestras, y por ser periédica puede cal-

cularse su serie de Fourier como

N-1
z(n) = Y e e, =01, N -1
k=0

con los coeficientes

=

1 —i9mkn 1 2
ckzﬁn z,(n) e 92 /N:NX (—k)

Il
o
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Con esta serie, z,(n) puede ser reconstruido del espectro muestreado con

N-1

1 «— 2 ,
xp(n):NZX(Wﬂk>eﬂ”k”/N, n=01...,.N—-1
k=0

La sefial z(n) puede recuperarse de z,(n) si y solo si no hay aliasing en el dominio del
tiempo, es decir, si la longitud L de x(n) es menor que el periodo N de z,(n) (figura 4.34):

zy(n), 0<n<N-1
x(n) =
0, en el resto

zp(n),L >N

LT

n

Figura 4.34: Extensién peridédica por muestreo del espectro. a) Senal original, b) Extensién con
L < N, ¢) Extensién con L > N.

Si no hay aliasing en el tiempo (L < N) entonces

N—-1
1 2 ,
z(n) = zp(n) = + X (%k) /N g <n < N -1
k=0

Borrador: 22 de noviembre de 2010



138 4.7 Transformada Discreta de Fourier

con espectro

N
N—-1 N—
21 1 Cilw—2E Yy,
= X(W’“) S N)]
k=0 n=0
1

donde

11— eJwN

1 N-1
P@ =g =g
n=0

_ iweﬂwwq)/z (4.10)
N sen(w/2)

es la funcién de interpolacién que sustituye en este caso a sen(#)/f con una versién de
propiedades similares pero periddica (figura 4.35):

1 k=
p(m): 0
N 0 k=1,2,...,N—1

P(w)

r T T {w
—2m \/—7‘( \/ \/77 \/ 2

Figura 4.35: Interpolador ideal P(w) para espectro muestreado con N = 5.

Ejemplo 4.12 Determine el aliasing de la secuencia x(n) = a™u(n), |a| < 1, si el espectro
se muestrea a las frecuencias wy = 27k /N.

El espectro es
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Las muestras estan dadas por X (wy) = X (¥k) = W

La secuencia periddica z,(n) representada por este espectro discreto es

o0 0 0
1
— _ _ n—IN __ n IN _ n .
xp(n) = E x(n—IN) = g a =a E o’ =a"r—x, 0<n<N-1
l=—00 l=—0 =0
donde la constante ;—— representa el aliasing y tiende a uno si N — 00, como es de esperar.

4.12

4.7.2 La transformada discreta de Fourier

En la seccién anterior se demostrd que el espectro muestreado de una senal z(n) de longitud
finita L no representa a x(n) directamente sino a su extensién periédica z,(n) obtenida de

oo

zp(n) = Z x(n —IN)

l=—00

Si no hay aliasing temporal, entonces z,(n) es simplemente la concatenacién periédica de
x(n) de longitud L , que se expande con ceros para alcanzar la longitud N > L:

z(n) 0<n<L-1
zp(n = IN) = 0 L<n<N-1

Noétese que el efecto de rellenar con ceros x(n) produce un muestreo més detallado de su
espectro X (w) que tendrd N y no L muestras. Para todo N > L las muestras no proveen
mayor informacién que el caso N = L, solo una “mejor” representacién (figura 4.36).

La transformacién de x(n) hacia su espectro muestreado

=X ( > x(n)e*ﬂ“k"ﬂv

x(n)e’ﬂ”k"ﬂv, k=0,1,...,N—1
n=0
se conoce como transformada discreta de Fourier DFT y a la reconstruccién de x(n) de las
muestras espectrales

2

X (k)ed /N -y =0,1,...,N -1
0

x(n) = %

0

se le conoce como transformada discreta de Fourier inversa (IDFT).

Estas transformaciones se expresan a menudo como

N—-1

DFT: X(k) = > az(m)W§' k=01, N-1
e

IDFT: x(n) = ~ X(K)W™ n=0,1,...,N—1

k=

D
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| X (w)|
3 2 1 AJ 1 2 3w.—o n
N
| X (w)|
Tp(n)
ST 3WHI_M_W_W-IMNH
N
| X (w)|
zp(n)
MI; ; o ; 1I$1w {I I(
3 2 1 b 1 2 3 TO | n

Figura 4.36: Efecto de extension de senal con ceros y la DFT resultante.

donde Wy = e72™/N ¢s una raiz N-ésima de la unidad. Nétese que para cada k, X (k)
se puede expresar como el producto punto de la entrada z(n) y un vector que consiste en

[1, Wk W2k .. W&Nﬁl)k , 0, si se interpreta X (k) también como vector, entonces
X(0) 1 1 e 1 x(0)
X(1 T Wy - W (1
Xth=xy=| "W {ofb T i .
X(N—-1) 1wyt wTNEI ] eV - 1)

o en forma compacta

de donde se deduce
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4.7.3 Relacion de la DFT con otras transformadas
Series de Fourier

La secuencia z,(n) por ser periddica con periodo N tiene una representacién en series de

Fourier
N-1
zp(n) = cpe??™N oo << 00
k=0
L V=2 ’
= zp(n)e I NE =01, N —1
n=0

Esto es X (k) = Ncy.

Transformada de Fourier de secuencias aperiddicas

Ya se verifico la relacién entre la DFT X (k) como muestras del espectro continuo X (w)
X(k) = X(@)l_s,

que a su vez corresponden con los coeficientes de la DFT de x,(n), la extensién periddica de
z(n). Ambas secuencias son idénticas para n = 0,1,..., L — 1 si no hay aliasing temporal,
es decir, si z(n) es finita de longitud L'y N > L.

Transformada 2z

Si la regién de convergencia de la transformada z de x(n) incluye la circunferencia unitaria,
entonces

X(k) = X(2)],_psomiin = Z $(”)€_j2mk/N, k=0,1,...,N—1

n=—oo

que representa al muestreo de la transformada z sobre el circulo unitario con angulos dis-
tribuidos homogéneamente. Sin aliasing temporal se cumple entonces, con x(n) de longitud
finita N

X(z) = - x(n)z " = Z_ [% Z_X(k>ej27rkn/zv] L

n=0 n= k=0
| Nl N-1
= § LX) X (Y
k=0 n=0
1— N3 X(k)
X(2) = N Z 1 — pi2nk/N —1
k=0

que es la reconstruccion de X (z) a partir de la muestras X (k) de la DFT. Evaluando en la
circunferencia unitaria se obtiene para la transformada de Fourier

Borrador: 22 de noviembre de 2010



142 4.7 Transformada Discreta de Fourier

X(w) = - X(k)

27k

N e

que es otra forma de interpolacién de las muestras X (k) equivalente a la expresada anterior-
mente con P(w) (ver ecuacién 4.10 en la pagina 138).

4.7.4 Propiedades de la DFT

Sea x(n) una secuencia de longitud L < N y X (k) su correspondiente DFT de longitud N.
Se cumple que

DFT: X(k) = Y am)whke k=0,1,...,N—1
1
IDFT: 2(n) = + X (W n=0,1,...,N -1
con Wy = e 927/N,

La relacién entre z(n) y su DFT X (k) se denota con

x(n)!%l)((k) 6 a(n)o—eX(k)

Linealidad
Si z1(n) OTX1(I€) y z2(n) OTXQ(k:) entonces

a1z1(n) + asxs(n) OT a1 X1(n) + aXs(n)

Simetria circular

Puesto que la DFT de N puntos de una secuencia finita z(n) de longitud L < N es equiva-
lente a la DFT de N puntos de una secuencia periddica z,(n) de periodo N obtenida como
(figura 4.37)

o

zp(n) = Z x(n —IN)

l=—0

entonces un desplazamiento de x,(n) k unidades hacia la derecha equivale a un desplaza-
miento circular (figura 4.38).

xp(n—k)o?o : o?oac(n—k mod N) =z((n—k))n

Una secuencia es circularmente par si es simétrica con respecto al punto cero de la circun-
ferencia (figura 4.39):
(N —n) = xz(n), 1<n<N-1
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Figura 4.38: Secuencia circular equivalente a xp,(n — 2).

P
es equivalente a | -

| > — |

La secuencia es circularmente impar si es antisimétrica con respecto al punto cero (fi-

gura 4.40):

(N —n) = —x(n), 1<n<N-1

La reflexion temporal circular se obtiene con

z((—n))y = (N —n), 0<n<N-1

Utilizando x,(n) en vez de z(n) se tiene

par:  p(n) = zp(—n) = z,(N —n)
impar:  x,(n) = —z,(—n) = —x,(N —n)

anti-hermitica: x,(n

(n)
hermitica: z,(n)
(n)

p

z*,(N —n) (conjugada par)
—x*,(N — n) (conjugada impar)

Figura 4.39: Simetria circular par
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Figura 4.40: Simetria circular impar

La secuencia se puede descomponer en

Tp(n) = Tpe(n) + po(n)

rpe(n) = 3 [1(n) + 25 (N = )]
o) = 3 [ip(n) — (N = )]

Si z(n) = zr(n) + jaxr(n), 0 <n < N -1,y X(k) = Xg(k) + jX;(k) entonces se obtiene
con la definiciéon de la DFT.

X;(k) = ]:: {xR(n) sen <27;\’;”) ~ s(n) cos (27;\/;;71)1
a3 () s )

Si z(n) es real, entonces

X(N = k) =X*(k) = X(=k) = | X(N = k)| = |X(K)|, ZX (N — k) = —2X (k)

Si z(n) es real y par entonces x(n) = (N —n), para 0 <n < N — 1, y la DFT se torna

N-1

X(k) = x(n)cos <%n),0§k§N—1

n=0

que también es real y par. Puesto que X;(k) = 0 entonces

1 = 2rkn
z(n) = N Z X (k) cos I
k=0

), 0<n<N-1

Borrador: 22 de noviembre de 2010



4 Anélisis frecuencial 145

Si z(n) es real e impar entonces

Convolucién circular

Sean x1(n) y xa(n) dos secuencias de duracién finita, ambas de longitud N, y sus respectivas
DFT de N puntos

N-1

Xi(k) =) x(n)e 2N =0,1,...,N -1
n=0
N-1

Xo(k) = To(n)e 72N e —=01,...,N -1
n=0

Si X3 = Xi(k)Xa(k), k=0,1,..., N — 1 entonces

| V-l
z3(m) = X (k)ed2mhm/N
k=0

| V-l

_ Xl kﬁ X (k)ej%rkm/N
N k=0
| Vo1l N-1
N [ 351 ]27rkn/N] [Z $2<l>ej27rkl/N] e]?ﬂ’km/N

k=0 Ln=0
=, N-1 [N 1
- $1 x2 Z 6]27Tk m—n—l)/ ]
N n=0 1=0 k=0
y con a = /27 (m=n=O/N ep
N-1 .
h_ sita=1lem—-n—Il=pN=1=(m—n))yx
a
prs 2 —( sia# 1, puesto que a’¥ =1
por lo que
N-1
x3(m) = xl(n)xQ((m_n))Na m:0)17"'7N_ 1 :xl(m) @xQ(m)

I
o

n
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146 4.7 Transformada Discreta de Fourier

operacién denominada convolucion circular. Nétese que esta funcion es para los elementos

zz(m)conm =0,1,..., N—1 equivalente a la convolucién de x1(n) con la extensién periddica

con periodo N de z2(n).

Otras propiedades se resumen en la tabla 4.3.

Tabla 4.3: Propiedades de la DFT

Propiedad Dominio temporal Dominio frecuencial
Notacién z(n),y(n) X(k),Y (k)
Periodicidad z(n)=z(n+N) X(k)=X(k+N)
Linealidad a1z1(n) + agwa(n) a1 Xq(k) + asXs(k)
Reflexion temporal (N —n) X(N —k)
Desplazamiento temporal circular z((n—1))y X (k) e=72mkl/N
Desplazamiento frecuencial circular x(n)el?rin/N X((k—=1)n
Conjugacion compleja x*(n) X*(N —k)
Convolucién circular z1(n) ® z2(n) X1 (k) Xa(k)
Correlacion circular z(n) ® y*(—n) X(k)Y*(k)
Multiplicacién de dos secuencias z1(n)za(n) X1 (k) @ Xs(k)
N-1 N-1
Teorema de Parseval z(n)y*(n) % X(k)Y*(k)
n=0 k=0

4.7.5 Filtrado lineal basado en la DFT

La existencia de algoritmos eficientes para extraer la DFT (llamados FFT del inglés Fast
Fourier Transform) hace posible que sea en ocasiones més eficiente calcular el efecto de un
filtro en el dominio de la frecuencia que directamente en el dominio del tiempo.

Sea la entrada z(n) de longitud L y un filtro FIR con respuesta impulsional h(n) de longitud
M. Asimase ademds que ambas secuencias son causales, es decir
z(n) =0,
h(n) =0,

n<0,n>1L
n<0,n>M

La salida del filtro puede calcularse en el dominio del tiempo con la convolucién

y(n) = 3 hk)e(n — k) = h(n) = 2(n)

k=0

que por la naturaleza finita de xz(n) y h(n) también es finita. En el ejemplo 2.12 (péag. 37)
se determiné que la salida tendra longitud M + L — 1.

En el dominio de la frecuencia la salida es
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4 Anélisis frecuencial 147

Si se desea representar y(n) a través de muestras de Y (w) se necesitan entonces al menos
N > M + L — 1 muestras para evitar asi el aliasing temporal y se obtiene con la DFT:

Y (k) = Y(@)lymomiyn = X (@) H(W)|ymgmryn = X (k) H(E)

donde X (k) y H(k) representan entonces la DFT de las secuencias z(n) y h(n) que han sido
extendidas con ceros para alcanzar la longitud N.

Nétese que la compensacién de longitud de z(n) y y(n) logra que la convolucién circular sea
equivalente a la convolucion lineal.

Ejemplo 4.13 Calcule la respuesta del filtro con respuesta impulsional h(n) = {}l,
ante la entrada xz(n) = {4,2,2,4}.

1 l}
274

La longitud de z(n) es L =4 y la de h(n) es M = 3, por lo que la salida necesita al menos
L+ M — 1 = 6 muestras. Se utilizara N = 8 por simplicidad y porque los algoritmos de
FFT usualmente requieren N = 2¥ muestras, con k € IN. As{

con lo que se obtiene

X(0) =12
X(1)=4—v2—j(2+3V2)

X(2) =2+ j2
X(3)=4+V2+j(2-3V2)

X(4) =0

X(5) =442 —j(2-3V2) = X*(3)
X(6)=2—j2=X*(2)
X(7)=4—V2+j(2+3V2) = X*(1)

De forma similar

Il
—~
(@]
N—
+
>
—~
—_
N—
a

d
AR
>
+
>
—~~
[\
N—
)
<
vl
>
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4.7 Transformada Discreta de Fourier

con lo que se obtiene

H(0) =
=22
H(2) = - = H(6)
HE =2 G g
H(4) =0

Y (0) = 12

R

Y con la IDFT se obtiene finalmente

V2-3 5-2v2 .
v =2 2Ty
Y(4) =0
7
_ ZY ]27rkn/8 n = 0’ 1’ 77

k=

[en]

4.7.6 Filtrado de secuencias de larga duracién

En aplicaciones reales, la secuencia de entrada puede ser muy larga o incluso de longitud

impredecible, por lo que el tratamiento, tanto por limitantes de espacio de memoria como

por limitaciones en el retardo de la respuesta, debe realizarse separando en bloques esa senal

de entrada.

Aqui se analizardan dos métodos que dividen la senal de entrada en bloques de longitud L

y aplican por medio de la DFT el filtro h(n) de longitud M en el dominio de la frecuencia.

La salida, de forma equivalente a la aplicacién del filtro al bloque completo de la entrada, se

obtiene por medio de la concatenacién adecuada de cada bloque obtenido para cada bloque

de entrada. Sin pérdida de generalidad se asume la longitud de la entrada mucho mayor que

la del filtro (L > M).
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4 Anélisis frecuencial 149

Método de solapamiento y almacenamiento

En el método de solapamiento y almacenamiento (overlap-save) la entrada se separa en
bloques de N = L+ M — 1 muestras donde cada bloque contiene M — 1 muestras del bloque
de entrada anterior seguidas por L muestras nuevas. La respuesta impulsional del filtro se
aumenta con L — 1 ceros para alcanzar asi la longitud N. La longitud de las DFT e IDFT
es entonces N, y la salida para cada bloque se calcula a través de su producto. Puesto que
el bloque de entrada tiene longitud N y el filtro longitud M, en el tiempo discreto la salida
de la convolucién deberfa tener N + M — 1 muestras (ver ejemplo 2.12), por lo que es de
esperar que las primeras M — 1 muestras de la salida estén distorsionadas por aliasing, por
lo que se descartan (figura 4.41). La salida para el m-ésimo bloque se obtiene con

Jm(n) o—e Y, (k) = H(E)Xn(k), k=0,1,...,N—1

M—1 L L L L
x(n) 0
M—-1
\ Y
z1(n)
M-1
| Y
xa(n)
M—-1
Y |
z3(n)
) > i) Mol
i1 Y
Y y z4(n) |
Yya(n)
M-1
Y \/
y3(n)
M-1
\ |/
ya(n) |

Figura 4.41: Método de solapamiento y almacenamiento.

La salida total se obtiene concatenando las tltimas L muestras de cada bloque de salida.

Método de solapamiento y suma

En este método la DFT se aplica a L muestras de la entrada, a las que se concatenan M — 1

ceros. Los bloques de salida deben entonces traslaparse y sumarse para obtener el resultado
final (figura 4.42).

Borrador: 22 de noviembre de 2010



150 4.7 Transformada Discreta de Fourier

L L L L
x(n)
M—1
| z1(n) 0
M—1
| s (n) 0
M—1
| r3(n) 0
y(n) | yi(n)
M—1
_l’_
I | | 24(n) 0
y2(n)
+
Y Oy
yg(n)
_l’_
v Y
y4(n)

Figura 4.42: Método de solapamiento y suma.

4.7.7 Analisis espectral de senales usando la DFT

Para calcular el espectro exacto de una senal, indiferentemente si esta es continua o discreta,
es necesario contar con informacién de todo instante de tiempo, en el intervalo t € |—o00, 0o|.
En aplicaciones reales esto es imposible y se debe utilizar un intervalo finito de muestras que
tendra repercusiones en la medicion espectral.

El procedimiento para el anélisis espectral de una senal analdgica x,(t) involucra primero
limitar el ancho de banda B con un filtro antialias seguido por el muestreo a una tasa Fy >
2B, que asegura que la mayor frecuencia serd F,/2, equivalente a la frecuencia normalizada
f =1/2. Ademas, es necesario limitar la longitud temporal de la senial a L muestras, lo que
implica que Ty = LT es la duracién del bloque de senal analizado. No se estudia entonces
la senal z(n) sino otra obtenida por enventanado

con la ventana de longitud L

1 0<n<L-1
w(n) =
0 en el resto

Para el caso particular de una componente espectral z(n) = cos(won) con espectro X (w) =
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N =

[0(w — wo) + d(w + wp)] la sefial enventanada tendré espectro:
. 1
(n)o—e X (w) = 3 (W(w —wp) + W(w+ wp)]

donde W (w) es el espectro de la ventana que para el caso de la ventana rectangular es
(figura 4.43)
_sen (w%)

W(w) — —e—jw(L—l)/Q
sen (%

~—

A(w)
s 7 | W
—T —39 0 b 7T
Figura 4.43: Espectro del producto de una senal cosenoidal de frecuencia w = m/2 con una

ventana rectangular de longitud L = 25.

Notese que el espectro no se concentra en +wy, como la senal original, sino que ha ocurrido
un derrame o fuga de la potencia de la senal a todo el intervalo de frecuencias (en inglés
leakage). Este derrame impide ademés distinguir lineas espectrales que se encuentren muy
cerca. Por ejemplo, con

x(n) = cos(won) + cos(win) + cos(wan)

vy wo = 0,21, wy = 0,227 y wy = 0,67 se obtienen las respuestas en magnitud de la figura 4.44.

ol
ol
o

(a) (b)

Figura 4.44: Respuestas en magnitud para una superposicién de tres seniales cosenoidales con (a)
L =25 (b) L=50y (c) L =100.
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152 4.7 Transformada Discreta de Fourier

Los lobulos laterales pueden reducirse utilizando otras ventanas diferentes a las rectangulares,

como la de Hanning;:

L-1

L1 = cos 2~ 0<n<L-1
win) = 2( Cos n) <n<
0 en el resto

a costa del mayor ancho del l6bulo central.
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Capitulo 5

Conversion analégica/digital y
digital /analégica

Tal y como se describié en la figura 1.2, para tratar senales analdgicas por medios digitales
es necesario poder convertir entre representaciones analdgicas y digitales.

Conceptualmente en la conversion de una senal analégica a una representacion digital inter-
vienen tres pasos (figura 5.1):

1. Muestreo es la conversion de una senal de variable continua a otra de variable discreta
que es el resultado de tomar “muestras” de la senal de variable continua en ciertos
instantes. Si z,(t) es la entrada al bloque de muestreo, entonces la salida es z,(nT),
donde a T' se le denomina el intervalo de muestreo.

2. Cuantificacion es la conversion de la senal de variable discreta y valores continuos a
otra senal de variable discreta pero con valores discretos. El valor de cada muestra
es aproximado entonces con un valor de un conjunto finito de posibles valores. A la
diferencia entre el valor continuo y su aproximacién se le denomina error de cuantifi-
cacion.

3. Codificacion consiste en la asignaciéon de una representacién usualmente binaria para
los valores cuantificados.

Convertidor A/D

z(n) e T
Muestreo Cuantificacién Codificacién
Senal Senal de Senal Senal
Analdgica Variable Discreta Cuantificada Digital

Figura 5.1: Pasos bdsicos en la conversién analégica/digital.
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154 5.1 Muestreo de senales analdgicas

Estos pasos en la practica se realizan en un solo bloque operacional.

La conversién digital/analdgica es necesaria en todos aquellos casos en los que la represen-
tacion propiamente digital no tiene significado para el usuario final. Por ejemplo, la salida
digital de un decodificador de voz debe ser convertida a una sefial analdgica acustica para
poder ser comprendida por los usuarios. Este proceso de conversion debe interpolar la senal
discreta.

5.1 Muestreo de senales analégicas

Existen diversas posibilidades de seleccionar las muestras de una senal analdgica en la fase
de muestreo. En el analisis clasico se utiliza el llamado muestreo periddico o uniforme por
las facilidades que este brinda al andlisis matematico, lo cual ha hecho que sea el tipo de
muestreo més utilizado en aplicaciones reales. En el muestreo periédico la relacién entre la
senal analdgica y la senal de variable discreta estd dada por

z(n) = x,(nT) —00<n <00

donde la secuencia x(n) contiene entonces muestras de la senal analégica x,(t) separadas
por un intervalo T (figura 5.2).

Seﬁal} : 74(t) »J' x(n) = x4(nT) - ieﬁal' o
Analdégica e variable
F,=1T discreta
Muestreo
To(t x(n
(t) (n) 5u)

Figura 5.2: Muestreo periddico de una senal analégica.

Las variables t y n de las senales de variable continua y discreta respectivamente estan
relacionadas a través del intervalo de muestreo T’

t=nT =n/F
donde a F se le denomina tasa de muestreo.

En la seccién 2.2.2 se demostrd que la relacion entre las frecuencias de las senales en los
dominios continuo y discreto esta dada por

w=QT
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5 Conversion analdgica/digital y digital/analdgica 155

o lo que es equivalente
F
= 5.1
f=F (5.1
por lo que a f se le denomina también frecuencia normalizada. Con esto queda claro que
la frecuencia f puede corresponder con las unidades de frecuencia de F' (por ejemplo, en

Hertz) si y solo si se conoce la frecuencia de muestreo Fj.

En las secciones anteriores se obtuvo ademas que el rango para la frecuencia F' es practicamente

infinito, mientras que el rango de la frecuencia f es finito ([—1,1]). Utilizando (5.1) se ob-

tiene

| — N
A
—
IN

N | —

A\
IN

Nic?jw

A
RNl
IN

l\3|<,'?j DO | =

El muestreo periédico de la senal de variable continua representa entonces un mapeo del
rango infinito de frecuencias F' a un rango finito de frecuencias f. Puesto que la mayor
frecuencia de f es f = % puede concluirse que con la tasa de muestreo Fs; como maximo se
podra representar

F 1

F =5 = __
max 2 2T
T

Qma:z:: Fs:_
=T

En capitulos anteriores se demostro que las frecuencias f son tinicas dentro de un rango finito:
el rango fundamental, y que todas las frecuencias fuera de ese rango son alias de alguna
frecuencia fundamental. Se demostré ademas que para una senal sinusoidal la frecuencia
angular w y w + 2k7 son equivalentes para todo k € Z, lo que implica que f + k es un alias
de f. Con (5.1) se tiene que

F
f+k::F$st+k‘FSEF
o en otras palabras fF; + kF; es un alias de F' = fF;. Con esto, la relacién entre las
frecuencias de las senales de variable continua y discreta puede graficarse como lo muestra
la figura 5.3.

La figura 5.4 muestra un ejemplo con las frecuencias F; = 2/7Hz y su alias F, = —5/7Hz
para una tasa de muestreo de Fy = 1Hz. Aqui se aprecia con claridad que las muestras
tomadas para las dos senales coinciden, por lo que estas muestras por si solas no pueden
determinar de cudl de las dos senales fue muestreada.

La frecuencia Fy/2 corresponde entonces a la frecuencia maxima representable en forma
discreta con una tasa de muestreo Fj, que corresponde entonces a f = % La frecuencia fun-
damental correspondiente a un alias de frecuencia mayor a F/2 se puede terminar utilizando
F,/2 como pivote para reflejar el alias dentro del rango fundamental. A F,/2 (o w = 7) se
le denomina entonces frecuencia de plegado,o en inglés folding frequency.
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=
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Figura 5.3: Relacion entre las frecuencias de senales de variable discreta y continua para el caso

de muestreo uniforme.

Figura 5.4: Muestreo de una senal sinusoidal y de un alias.

5.1.1 Muestreo de senales pasa-bajos

Como senal pasabajos se considera aquella cuyo espectro tiene componentes de frecuencia
diferentes de cero para un valor dado de frecuencia F' < B. La figura 4.11 ilustra un espectro
de senal pasabajos.

Tal y como se ha demostrado en la seccién 4.2.4, no hay pérdida de informacion si una senal
se muestrea con Fs > 2B, pues las réplicas del espectro original inducidas por el muestreo, y
ubicadas cada F§, no se traslapan y permiten la recuperacion del espectro original por medio
de un interpolador ideal aplicado a las muestras.

5.1.2 Muestreo de senales pasa-banda

Una senal pasa-banda es aquella cuyo espectro es cero para |F| < F. — B/2 y para |F| >
F.+ B/2. A F, se le conoce como frecuencia central de la banda o frecuencia portadora y
a B como ancho de la banda. La figura 5.5 ilustra un ejemplo de espectro paso-banda de
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una senal real. Segin el teorema de muestreo es posible reconstruir la senal si se utiliza

A H()|

A
Y

A
Y

Figura 5.5: Senal pasa-banda

como frecuencia de muestreo al menos el doble de la frecuencia maxima encontrada en la
senal, es decir, F; > 2F.+ B. En aplicaciones donde la frecuencia portadora es superior a la
disponibilidad de muestreo de convertidores analdgico digital comerciales, o la capacidad de
procesamiento requerida no da abasto con el niimero de muestras capturado por intervalo
de tiempo, es posible re-interpretar el teorema de muestreo para utilizar réplicas espectrales
en secciones de menor frecuencia y asi utilizar submuestreo, o muestreo sub-Nyquist.

La figura 5.6 ilustra un caso de muestreo de la senal con ancho de banda B montada sobre
una portadora en F, utilizando como frecuencia de muestreo Fy = F, — B/2.

A ()]

Figura 5.6: Muestreo de senal pasa-banda sin aliasing

Respetando el teorema del muestreo, enunciado ahora como F; > 2B, es posible elegir la
frecuencia de muestreo de tal modo que las réplicas de las bandas no se traslapen, evitando
asi que ocurran efectos de aliasing.

La figura 5.7 ilustra un caso particular en el que se logran situar seis réplicas entre las bandas
de una senal analdgica.

Obsérvese que en el rango 2F, — B, existente entre las dos bandas de la senal, deben caber
exactamente m réplicas, por lo que se debe cumplir

mFs =2F. - B
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. 2F.— B N
[H ()]
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Figura 5.7: Muestreo de sefial pasa-banda sin aliasing. Arriba se utiliza F; = (2F./B)/6; al
medio se muestrea con F. < Fy; abajo se utiliza la menor frecuencia posible.

y por tanto
Fo=2 2 (5.2)

donde el nimero natural m estara limitado ademas por la restriccién Fy; > 2B.

Si la frecuencia de muestreo F se incrementa, las réplicas se separaran entre si, causando
un traslape y por tanto aliasing en la senal muestreada. Si F se reduce, las réplicas se
acercaran entre si, y Fy puede reducirse hasta que ahora en el rango extendido que cubre a
las dos bandas originales (2F. + B) quepan entonces m + 1 réplicas distribuidas de forma
homogénea:

(m+1)F,=2F.+ B

y por tanto
2F.+ B
s = —— (5.3)
m+1

Si se reduce F, aun més, de nuevo ocurrird un traslape entre las bandas.
Resumiendo lo anterior, se debe cumplir para la frecuencia de muestreo Fj

2F.+ B 2F.— B

et P gt (5.4)

m+1 m

donde, de nuevo, m es un nimero natural que debe ademéas asegurar que Fy > 2B.
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Definase r como la razén entre la mayor componente de frecuencia F, + B/2 y el ancho de
banda B de la senal a muestrear. Reescribiendo (5.4) se obtiene

2FC+B<F <2FC—B

— s =

m—+1 m
F.4+ B _ _
2(c+2)<Fs<2Fc B+B-B
m+1 - - m
F.4+2)8 F.+2_-B
2( +2)B§FS§2( +2 )
m+ 1 m
2Br <Fs<2BT—B
m4+1" - m
2r Fy  2(r—1)
< s 7
m+1— B — m

La figura 5.8 ilustra la frecuencia de muestreo normalizada con el ancho de banda B en
funcion del radio r. La zona sombreada representa configuraciones invélidas.

10

> T[T o

Figura 5.8: Rangos validos de frecuencias de sub-muestreo, en funcién del radio entre la frecuencia
espectral maxima y el ancho de banda.

Debe notarse que si m es impar, la réplicas cercanas a cero se invertiran, en el sentido que la
réplica de la banda original en frecuencias positivas se encontrara en frecuencias negativas y
la réplica de la banda original en frecuencias negativas se encontrara en frecuencias positivas.
Si la aplicacién requiere contar con el espectro sin invertir, es necesario utilizar m par.

Al igual que en el caso de senales pasa-bajo, para aplicaciones reales es necesario dejar
un margen entre las bandas con el fin de poder utilizar un filtros que rescaten las réplicas
inferiores, con las cuales usualmente se desea trabajar.
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5.2 Cuantificacion de senales de amplitud continua

La cuantificacion de una senal de amplitud continua consiste en asignar a cada valor continuo
otro valor tomado de un conjunto finito. El reemplazar los valores continuos por los valores
cuantificados introduce el llamado error de cuantificacion o ruido de cuantificacion. Si
z(n) es la secuencia de valores continuos entonces la secuencia de valores cuantificados serd
z4(n) = Qz(n)] donde @ representa un operador de cuantificacién. La secuencia de errores
de cuantificacion esta dada entonces por

eq(n) = z4(n) — z(n)

Para analizar el error de cuantificacion considérese la senal sinusoidal de variable continua
mostrada en la figura 5.9. Es posible apreciar que alrededor de cada nivel de cuantificacion

z(t)

Figura 5.9: Senal sinusoidal de variable continua cuantificada.

la senal analdgica se puede aproximar de forma lineal. En términos estadisticos este hecho
se describe diciendo que el ruido de cuantificacién sigue una distribuciéon uniforme, donde
los valores de error estaran distribuidos con las mismas probabilidades entre —A/2 y A/2
donde A es igual al cuanto, es decir la distancia entre dos niveles de cuantificacion.

Esta aproximacion lineal se esquematiza en la figura 5.10, donde se ha asumido que los
“saltos” hacia los otros cuantos de esta senal ocurren en —7 y 7.

La potencia media del error cuadratico P, es

I 1 ["
P, ex(t)dt = - / ez (t) dt
0

2T J_, T

que considerando la aproximacién lineal del error e, (t) ~ (A/27)t para t € [—7, 7] resulta en

1 [T /AN?, A2
pq_;/o (§> Pt =" (5.5)
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Figura 5.10: Error de cuantificacion ey (t) = xq(t) — x4(%).

Si el cuantificador utiliza b bits de precision y todo el rango posible con ellos para representar
la amplitud de 2A, entonces se puede calcular el cuanto como A = 2A4/2° lo que implica

que
A?/3
P, = /

q 22b (56>

La potencia media de la senal x,(t) se calcula como
1 Tp A2
P, == Acos(Qot))?dt = —.
7 | Cacos(@un) i = 5

Con estos dos términos es posible entonces aproximar la relacién senal a ruido de cuantifi-
cacion (SQNR signal to quantization noise ratio) como:

P, 3
SQNR = £ = = . 2%
Q P, 2

q

y expresada en decibels (dB)
SQNR(dB) = 10log,, SQNR = (1,76 + 6,02b) dB

lo que implica que por cada bit anadido a la palabra, y si se utiliza todo el rango, es decir, si
se duplica la cantidad de cuantos utilizados, la calidad de la senal mejora en 6 dB. El factor
3/2 en la razén de potencias es especifico para senales sinusoidales. En un caso més general,
si se asume que la senal de entrada es generada por un proceso aleatorio de media cero y
con potencia P, = 02, entonces la razén SQNR es

Py ‘72 Ug 2b
q 526

y en decibels

2

SQNR(dB) = 10log,, <%) +101log; 3 + 2blog,, 2

2

= 101log,, (%) +4,77dB + 6,02bdB (5.7)

de donde se observa que el término (6,02b) dB se mantiene.
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Ejemplo 5.1 Elsistema de audio digital utilizado en CD comerciales utiliza una frecuencia
de muestreo de 44,1 kHz con 24 bits por muestra. Determine la frecuencia méxima repre-
sentable por este sistema y el valor maximo de la relacién de senal a ruido de cuantificacion
SQNR alcanzable para un tono puro.

. Cuantos bits son estrictamente necesarios por muestra si la aplicacion require para un tono
puro una SQNR de al menos 100 dB?

Solucioén:

Con 44,1kHz de frecuencia de muestreo es posible representar a lo sumo frecuencias de
22,05 kHz.

Los 24 bits por muestra permiten, si el convertidor A/D cubre exactamente el rango dindmico
de la senal, un SQNR=(1,76+6,02x24)=146,24 dB, asumiendo un tono sinusoidal.

Si se requirieran 100 dB entonces bastarian para reproducir un tono puro (senal sinusoidal)
17 bits por muestra.

5.3 Codificacion de los valores cuantificados

El proceso de codificacion asigna un ntimero binario tinico a cada nivel de cuantificacion.
Si se disponen de L niveles entonces serdn necesarios al menos b = [log,(L)] bits. Los
convertidores A/D disponibles comercialmente usualmente utilizan precisiones de 8 a 16
bits.

Dos familas de codificacién se utilizan con frecuencia: coma fija y coma flotante.

5.3.1 Numeros codificados con coma fija
En las representaciones con coma fija el peso de cada bit en la representacién es constante.

Dos codificaciones frecuentemente utilizadas consisten en los enteros sin signo y el comple-
mento a dos.

Enteros sin signo

Sea x un numero entero sin signo de N-bits

2
L

3
I
o

donde b,, € {0, 1} es el n-ésimo digito de z. El rango representable es entonces desde 0 hasta
2N — 1. El digito by es el menos significativo (LSB, least significant bit) y su peso relativo
es igual a uno. El digito by_; es el maés significativo (MSB, most significant bit) y tiene un

peso relativo de 2V—1
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Coma fija sin signo

Sea x un numero sin signo de N-bits

=

-1

1
b, 2"

MTL

Tr =

I
o

donde b, € {0,1} es el n-ésimo digito de x y M es una constante de normalizacién elegida
usualmente como 2™. El rango representable es entonces desde 0 hasta (2 —1)/M. El digito
by es el menos significativo (LSB, least significant bit) y su peso relativo es igual a 1/M. El
digito by_1 es el més significativo (MSB, most significant bit) y tiene un peso relativo de
2N=1/M.

Complemento a dos

La representacion de N bits de un ntimero entero con signo en complemento a dos esta dada
por

N-2

v=—by12V7 4+ b2

n=0

lo que permite representar nimeros en el rango desde —2%V~! hasta 2¥=1 — 1. El digito by es
el menos significativo (LSB, least significant bit) y su peso relativo es igual a uno. El digito
by_o es el més significativo (MSB, most significant bit) y tiene un peso relativo de 2¥=2. El
ultimo bit by_ codifica al signo.

El uso del complemento a dos es quiza el mas difundido de todas las representaciones de
numeros con signo. Esto se debe a que es posible sumar varios niimeros con signo, y siempre
que el resultado final se encuentre en el rango de representacion, es irrelevante si resulta-
dos intermedios producen desbordamiento. Por ejemplo, supdéngase que se debe hacer la
secuencia de operaciones 2 + 3 — 2 con numeros de 3 bits. La secuencia de adiciones es
entonces

(mi)w (xi)e Qomi)2 Q- wio

2,0 010 010 210
3 011 101 —31
—2,, 110 011 310

donde el resultado intermedio 5 fue representado por el nimero —3, sin afectar el resultado
final. Otra ventaja de esta representacién es que permite encontrar el médulo con respecto
a un numero 2% utilizando tinicamente los L bits menos significativos, lo que simplifica la
implementacion de biferes anulares. Por ejemplo, para el caso N =4y L = 2 se obtiene
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()10 (x;)2 (x; mod 4)y (z; mod 4)

8, 1000 00 010
—~Tw 1001 01 1o
—619 1010 10 210
—5, 1011 11 310
4y 1100 00 010
—3, 1101 01 Lo
2, 1110 10 210
1y 1111 11 310
0o 0000 00 010
1, 0001 01 Lo
210 0010 10 210
30 0011 11 310
450 0100 00 010
50 0101 01 1o
610 0110 10 210
7w 0111 11 310

Coma fija con signo

La representacién de N bits de un niimero con signo en complemento a dos esta dada por

1 N-=-2
_ N—-1 n
z=— (—bN_12 + Z b,2 )

n=0

con la constante de normalizacion M elegida usualmente como 2™. El rango representable
sera entonces desde —2V~1 /M hasta (2871 —1)/M.

Un caso frecuentemente utilizado permite representar niimeros de valor absoluto igual o

2N—1

inferior a uno empleando M = con lo que se obtiene

N-2

r=—by_1+ Z bn2n7N+1

n=0

5.3.2 Numeros codificados con coma flotante

La representacion en coma flotante permite ampliar el rango de representacién numérica.
Las representaciones de 32 y 64 bits mas frecuentemente utilizadas han sido estandarizadas
por la IEEE (estandar 754-1985). Las unidades de manejo de coma flotante integradas en
algunos procesadores Digitales de Senal avanzados (por ejemplo, la familia C674x de Texas
Instruments) asi como algunos médulos disponibles gratuita y/o comercialmente en HDL
(Verilog o VHDL) dan soporte a dicho estdndar. La flexibilidad del hardware reconfigurable
permite sin embargo utilizar formatos de coma flotante adecuados para cada aplicacion
especifica sin afectar el desempeno.
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Un numero codificado con el estandar consiste en un bit de signo s, el exponente e con E bits
y la mantisa m normalizada (fraccionaria) de M bits, y se codifica como

’ s ‘ Exponente e ‘ Mantisa m

De forma algebraica, el niimero representado es

x = (—1)* x 1,m x 2¢7Pas

con

bias = 2871 — 1

Nétese que la mantisa se completa con un 1 oculto (en el sentido de que no se indica
explicitamente en la representacién), mientras que los bits especificados en la mantisa repre-
sentan solo la parte fraccionaria.

Ejemplo 5.2 Indique cudl es la representacion en coma flotante del niimero 10,1257 en
un formato de 14 bits que utiliza E = 6 bits y M = 7 bits.

Solucién:

Primero, el bias esta dado por
bias =281 —1=2°-1=31

y para la mantisa
10,125, = 1010,00105 = 1,0100010, x 2°

El exponente corregido se obtiene con
e = 3 + bias = 3419 = 100010,

Finalmente, la representacion del niimero es:

s | Exponente e | Mantisa m

0 1000102 01000104

Ejemplo 5.3 Encuentre qué niimero decimal es representado por el cédigo de coma flotante
con E = 6bits y M = 7bits:

s | Exponente e | Mantisa m
0111104 1000000,
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Tabla 5.1: Estdandar de coma flotante IEEE 754-1985

Simple Doble
Ancho de palabra 32 64
Mantisa 23 52
Exponente 8 11
Bias 127 1023
Rango 2128 3,8 x 1038 21024 1,8 x 1038

Solucién:

El nimero representado estd dado por
—1 x 1,10000005 x 2307"88 = —1 1, x 27! = —0, 115 = —0, 7510

La tabla 5.1 muestra las especificaciones del estandar IEEE 754. Ademas de la estructura
de representacion de los niimeros reales, el estandar especifica ademas detalles como modos
de redondeo, denormalizaciones, y representaciones de nimeros invalidos o infinitos.

5.4 Circuitos de conversién analégica digital

Diferentes estrategias para la conversion analdgica a digital se han propuesto, cada una de
ellas adecuada a factores como potencia, velocidad o precision, que caracterizaran a cada
aplicacion en particular. La seleccion del convertidor analdgico digital es parte del diseno de
un sistema de procesamiento digital.

5.4.1 Circuito de muestreo y retencién

El circuito de muestreo y retencién (o sample and hold) es utilizado como etapa previa al
circuito convertidor propiamente dicho para estabilizar el valor a ser muestreado. El periodo
total de muestreo Ty = 1/F; se divide en el tiempo de muestreo ts en el que la salida de
tensién U del retenedor se estabiliza siguiendo a la tensién de entrada U (figura 5.11), y
el tiempo de retenciéon ty donde se mantiene el tltimo valor de tensién de la entrada del
tiempo ts. Durante el tiempo de retencién la salida U, es constante y es convertida a una
palabra digital en el proceso de cuantificacion.
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} o— S/H —o0
Entrada U U, + % Us
;ﬁida U —i— —i—
ts || tg
Y

Figura 5.11: Muestreo y retencién

5.4.2 Contador

Una primera estrategia de conversién analdgica a digital utiliza el esquema ilustrado en la
figura 5.12. Durante cada fase de retencion del circuito S/H, una senal con forma diente

Fy

Y

=

w bits
.

w bits

Contador |-

Registro

S/H

1

o
ralt),

Figura 5.12: Conversion con contador

de sierra s(t) recorre todo el rango de valores analdgicos representables y en paralelo un
contador digital es reinicializado e inicia una cuenta ascendente sincronizada con la senal
s(t). En el instante en que s(t) supere a la salida del retenedor, el valor del contador es
almacenado en un registro y utilizado como representacion digital de la senal.

Esta técnica es utilizada para bajas frecuencias de muestreo (menores a 50 kHz) debido a la
cantidad de ciclos de reloj requeridos por el contador para recorrer todo el rango de valores.
Por las mismas razones, tampoco es posible utilizar un ntimero elevado de bits.

La precision de este método estd limitada por la precisién de generacién de la senal s(t), asi
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como la precisién de la sincronizacion de esta senal con los contadores.

5.4.3 Aproximaciones sucesivas

En la conversion por aproximaciones sucesivas se sigue la estrategia ilustrada en la figura 5.13.
El registro de aproximacion sucesiva (RAS) consiste en un sistema que verifica e inicializa

o— S/H w bits
wq(t)

1L

w bits
.

RAS
Registro

DAC =

Figura 5.13: Conversién por aproximaciones sucesivas

los bits del cédigo digital del més significativo al menos significativo. En un primer paso, a
dicho bit se le asigna el valor de 1, y esa representacion se convierte a un valor analégico con
el DAC. Si la tensién a la salida del DAC es menor que la salida del retenedor, eso indica
que el bit mas significativo debe ser uno, o de otra manera debe ser cero. El valor de dicho
bit se almacena y se procede de igual forma con el siguiente bit de menor peso relativo. De
esta manera, en un nimero de pasos w igual al nimero de bits de la representacion digital
se realiza la conversion. Este proceso comparativo se ilustra en la figura 5.14.

U,»ef/2 Uref

Y

MSB < >

I\
_A_‘\/
v
LA
I\
'A_\\/
I\

LSB 4242242 4224

Figura 5.14: Registro de aproximaciones sucesivas

Con una resolucién de 12 bits se alcanzan frecuencias de muestreo de hasta 1 MHz. Mayo-
res resoluciones de hasta 16 bits se encuentran disponibles pero a menores frecuencias de
muestreo.

Obsérvese que la precision de este método depende de qué tan exacto sea el convertidor
digital analégico (DAC).
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5.4.4 Convertidor paralelo

La figura 5.15 muestra un método directo de conversiéon denominado convertidor flash o
convertidor paralelo. En este método, la salida del retenedor es comparada con 2% — 1
tensiones de referencia obtenidas por una red resistiva. La salida de los comparadores se
interpreta como una secuencia de 2 — 1 bits que pueden ser codificados para obtener un
codigo de w bits.

w bits

7L,

Codec

Figura 5.15: Convertidor paralelo

Las tasas de muestreo obtenibles con estos convertidores oscilan entre 1 y 500 MHz para
resoluciones de hasta 10bits. Sin embargo, las tolerancias alcanzables en la fabricacion
de la red resistiva (por ejemplo 1023 resistencias en un convertidor de 10 bits) afectara
directamente la linealidad del convertidor, o en otras palabras, la homogeneidad del ancho
analégico de tensién asignado al bit menos significativo en todo el rango de conversién es
dificil de alcanzar con convertidores de este tipo.

5.4.5 Convertidor en subrangos

Una manera de reducir el nimero de resistencias requeridas en el convertidor anterior consiste
en partir el problema en dos subproblemas con la mitad del nimero de bits, tal y como lo
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ilustra la figura 5.16. En un primer paso un convertidor flash se utiliza para obtener los

Y

m bitg

o— S/H m bit

ADC
w4 (t)
— m bit g w bits
&b 74>
I DAC 3
-—_ i bit m bitg

ADC

om

Figura 5.16: Convertidor half-flash

m bits mas significativos de la tension a la salida del retenedor. A partir de ellos se obtiene
una tension que aproxima a la entrada redondeada a solo m bits. La salida de convertidor
DAC utilizado para generar dicha aproximacién se substrae de la salida del retenedor para
obtener la fraccion faltante, la cual es amplificada por un factor 2 y transformada con otro
convertidor flash para obtener los m bits menos significativos.

El esquema anterior (denominado half-flash) puede ser simplificado en una estructura de
conversion en subrangos como se ilustra en la figura 5.17. Con este esquema, solo se utiliza un
convertidor flash. Las tasas de conversion alcanzan entre 100 kHz y 40 MHz con resoluciones

Fy
Y | '7"
m bit m bits
L . ADC
Tq(t)
(ﬁ g w bits
9
N q
N m bit
DAC

Figura 5.17: Convertidor en subrangos

de hasta 16 bits.

5.4.6 Convertidor delta-sigma

El convertidor delta-sigma (AX) utiliza una estrategia completamente diferente a todos los
circuitos ilustrados anteriormente. Los sistemas anteriores trabajan en frecuencias cercanas
al limite de Nyquist (Fy > 2B) y por eso se les denomina convertidores ADC en tasa de
Nyquist. Estos requieren estructuras electronicas complejas que determinan la linealidad de
la conversion, y su resolucién estd determinada por el nimero de niveles en el cuantificador.
Los sistemas AY. operan por el contrario con sobre-muestreo (Fs > 2B) utilizando una
resolucion baja, tipicamente de un tnico bit, por lo que se les denomina “convertidores de
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un bit”. Para reducir el error de cuantificacion se utilizan técnicas del procesamiento digital
de senales.

La figura 5.18 ilustra cualitativamente el compromiso entre ancho de banda y resoluciéon
de los diferentes tipos de conversién, donde se aprecia que a pesar de utilizar un tnico bit

A

AY

Aprox. Sucesivas

Resolucién

Subrango

Flash

Ancho de banda de senal

Figura 5.18: Compromiso entre ancho de banda y resolucion.

para la conversion, esta estrategia es la que brinda mayor resolucién. Los convertidores A
son utilizados por tanto en aplicaciones de voz (B =4kHz) y audio (B = 20 — 24kHz) con
resoluciones de hasta 18 bits. En video se encuentran con mas frecuencia convertidores flash
para B = 5 MHz y resoluciones de 8 bits.

Sobremuestreo

Se demostro anteriormente que un cuantificador de b bits introduce un ruido de cuantificacion
uniformemente distribuido con potencia

Es evidente que dicha potencia no cambia si b se mantiene constante, aunque la frecuencia

de muestreo F; aumente considerable sobre el limite de Nyquist F,, = 2B. Sin embargo,
al ser el ruido de cuantificacion blanco, su energia se distribuye en todo el rango valido de
frecuencias. Por otro lado, la relacion de Parseval indica que la potencia en el tiempo y
en la frecuencia son equivalentes, por lo que el area bajo la curva de la densidad espectral
de potencia debe mantenerse constante independientemente de la frecuencia de muestreo
utilizada (figura 5.19), de modo que

Fsn/2 Fs0/2
/ P,.(F)dF = / P,(F)dF = P,

Fon /2 —Fs0/2
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de donde se deriva

P P
Pqn(F> = Fq = ﬁ
P
PqO(F> = Fq

Por lo anterior, solo una fraccién de la potencia total del error de cuantificacién coincide con
la banda de frecuencia de la senal de entrada [— B, B]. La potencia fuera de ese rango puede
ser atenuada utilizando un filtro paso-bajos, disenado para dejar pasar unicamente la senal
de entrada. Siguiendo a este filtro, y debido a que su salida esta limitada en banda, es posible

sub-muestrear o diezmar la senal. La figura 5.20 ilustra el concepto de sobremuestreo, donde
Foo=1/Tyo=L-2B.

La potencia del ruido de cuantificacién P, correpondiente al intervalo de frecuencias [—B, B|
de la senal sobremuestreada se obtiene con

B 2B P
Py = /_B Pu(F)dF = P> =

donde L = F,,/Fs, y B = Fy, /2.

Si se asume que la sefial de entrada tiene potencia P, = o2 y pasa por el filtro pasa-bajos
inalterada, entonces su potencia seguira siendo P, a la salida del filtro y la relacién senal a
ruido de la senal sobremuestreada y filtrada es

P"E PZ FSO
SNRQ = 10log,, (P—) = 101logy, (F) + 10log; (@) (5.8)

qo q
donde el primer término ya fue analizado en (5.7) y el segundo término otorga mayor calidad
de senal conforme mayor sea la frecuencia de sobremuestreo con respecto al ancho de banda
B de la senal. Si se elige por ejemplo el muestreo de Nyquist con Fy, = 2B entonces (5.8)
se reduce a (5.7). Si se elige L = 2" entonces (5.8) se puede expresar como

Py
SNRQ = 10log,, (F) +3,01rdB (5.9)
q
A BalF)
25'” 5(} F

Figura 5.19: Densidad espectral de potencia del ruido de cuantificacién para la tasa Nyquist F,
y una tasa de sobremuestreo Fi, = 3F,.
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analégico digital

e(n)

Procesamientc{’rocesamiento

Tso
- o) e éi g RS g I

y(n)
Anti Filtro Diezmado

Aliasing Cuantificador pasabajas

Figura 5.20: Sistema de conversion con sobremuestreo.

de donde se observa que cada duplicacién de la frecuencia de muestreo equivale a una mejora
de medio bit.

Si bien es cierto este esquema de sobre-muestreo permite obtener méas resoluciéon aumentando
la frecuencia de muestreo, la tasa requerida para alcanzar resoluciones altas es muy elevada
para las aplicaciones practicas.

Modulacién delta-sigma

El modelo del cuantificador como combinacién lineal del ruido de cuantificacién e(n) con la
senal de entrada (figura 5.20) se ha expresado mateméticamente en el dominio del tiempo
discreto como

y(n) = x(n) +e(n)

que transformado al dominio z equivale a
Y(2) = X(2) + E(2) (5.10)

Dicho modelo puede generalizarse utilizando subsistemas para modificar la entrada y el ruido
de cuantificacion de la siguiente forma:

Y (2) = Hy(2)X(2) + H(2)E(2) (5.11)

donde H,(z) es la funcién de transferencia de la sefial y H.(z) es la funcién de transferencia
del ruido de cuantificacién. En la seccién anterior se utilizé H,(z) = H.(z) = 1, pero
eligiendo otras configuraciones es posible manipular el ruido de cuantificacion tal que se
puedan alcanzar mejores resoluciones que con el simple sobremuestreo.

La estrategia a utilizar serd entonces modificar el espectro del ruido de cuantificacién de tal
modo que la mayor parte de la energia se coloque fuera del ancho de banda de la sefial y sea
eliminado al aplicar el filtro pasobajas.

La figura 5.21 muestra un convertidor ADC delta-sigma de primer orden, que consiste en un
modulador delta-sigma seguido por una etapa de filtrado y diezmado.

La senal a cuantificar no es la entrada z(n) sino la salida de un integrador discreto cuya
entrada es la diferencia entre z(n) y una representacién analdgica y,(n) de la salida. La
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Procesamiento Procesamiento

analégico digital

\$-------"""-"-""-"="=-"=-"=-"="="="-"="°-="“="="~"~"~="~=~"="“~="="=”"=”""”"= -7

: e(n) !

I Integrador discreto !

Tsv) : |

| |

v(n y(n
—_— M&*@—» »1 () > I y(n) - = {L >
RIS o Moo \ pg'AE
Anti ! Yaln) | Filtro Diezmado

Aliasing : Cuantificador ! pasabajas

| |

| |

|

bc

Modulador delta-sigma

Figura 5.21: Conversion delta-sigma de primer orden.

integracion se realiza con la funcién de transferencia z=! /(1—2z71). Dicho integrador se realiza
en circuitos reales con tecnologia de capacitores conmutados, que permiten implementar
sistemas analdgicos en tiempo discreto.

A la salida del cuantificador, usualmente de 1 bit, se cuenta con las representaciones digitales
de maximo y minimo valor representables.

Asumiendo que el convertidor DAC es ideal, su funciéon de transferencia es unitaria, y se
cumple para la salida Y'(z) del modulador

Y(2)=X(2)z "+ E(z)(1 -2z

de modo que H,(2) = 27ty H,(2) = 1 — z~!. La salida del modulador equivale a la entrada
retrasada una muestra mds el ruido modificado con un filtro pasa altos (o diferenciador
discreto). La respuesta en frecuencia de H,(f) se obtiene con z = e/ = 2™/ y se ilustra en
la figura 5.22. Se observa que el ruido de cuantificacién para el nivel CC es incluso cero.

2+ |H .
H(I 207 [H(f)| (dB)
1.8+
161 Primer orden
14l Sobremuestreo 0 | T I I | f
0.2 0.3 0.4 0.5
12+
1
,20 +
0.8+
0.6 +
0.4+ -401 Primer orden
Sobremuestreo
0.2+
0 . . . . i f
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 -60 -

Figura 5.22: Respuesta en frecuencia de la funcién de transferencia de ruido Hc(z) en funcién de
la frecuencia normalizada f = F/Fj,.

Para que el sistema anterior trabaje correctamente el DAC debe ser tan lineal como sea
posible. Puesto que convertidores de 1bit son perfectamente lineales, son los utilizados
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5 Conversion analdgica/digital y digital/analdgica 175

preferentemente en este tipo de circuitos, con la ventaja adicional que su implementacion
consiste en un comparador, que se acopla directamente a la cuantificacion de 1 bit general-
mente utilizada.

Utilizando la relacién de Parseval se obtiene que la potencia del ruido de cuantificacién luego
de pasar por el filtro H.(z) y por el filtro pasabajas estard dada por

P, = /B P, (F)|H.(F)|*dF

—B
P, [B P, [B
o NG Ry VAT
so J—B so JO
P, (B .
:2Fq / |1_€j27rF/Fso2dF
so J0O

P, (B F
:2qu0/0 4 sen? <7];so) dF

y asumiendo que Fy, > By que sen(z) ~ x para x = 0 se tiene
P, [P (nF\? 2 12B\*
1 / ) ar=pL (22

Fso 0 Fso 3 Fso

2
FSO
SNRQ(dB) = 10log,, P, — 10logyy P, — 101og,q % +30log,g 52

P, =38

En decibelios

= 10log,o P — 10log,o P, — 5,17dB + 301log,, L
y si L = 2" entonces

lo que equivale a 1,5 bits por cada duplicacién de la frecuencia de sobremuestreo.

A pesar de que ha mejorado con este modulador la ganancia obtenida por cada duplicacion
de frecuencia, no es aun suficiente para aplicaciones reales. Por ello, se utilizan moduladores
de mayor orden, como el ilustrado en la figura 5.23. El lector puede demostrar que la funcién
de transferencia para el ruido es en este caso H.(z) = (1 — 271)%. Siguiendo un desarrollo
similar al anterior se obtiene que

4
FSO
SNRQ(dB) = 10logy, P, — 10log,y P, — 101og,, % +50l0g g 50
ycon L =27

SNRQ(dB) = 10log,, P, — 10log,, P, — 12,89dB + 15, 05r dB
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e(n)

Integrador discreto Integrador discreto

ah | ,K}+ (] _
x(n) | J w y(n)

—

Cuantificador

DAC |«

Figura 5.23: Modulador delta-sigma de segundo orden.

lo que implica que con este modulador se obtienen 2,5 bits por cada duplicacién de la fre-
cuencia de muestreo.

La figura 5.24 presenta la respuesta en frencuencia de la funcién de transferencia del error
de cuantificacion para el sistema de sobremuestreo, y los sistemas de primer, segundo y
tercer orden de modulacién delta-sigma. Se aprecia como la atenuacion energética en bajas
frecuencias es compensada con una amplificacién a altas frecuencias.

81 [H(f)l 201 [H(f)] (dB)
Fan
6T Primer orden —— /
Segundo orden
51 Tercer orden
Sobremuestreo
W /
3t
21
Primer orden
14 Segundo orden
/ Tercer orden
/ Sobremuestreo
0 | | f | i f /
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 60 -

Figura 5.24: Respuesta en frecuencia de la funcién de transferencia de ruido H.(z) en funcién de
la frecuencia normalizada f = F/F, para tres 6rdenes de modulacién delta-sigma.

5.5 Conversion Digital /Analégica

Los principios utilizados para la conversion de una representacién digital a una senal analégica
se basan en técnicas de conversion directas, lo que permite altas velocidades de conversién.

En secciones anteriores se determiné que en la conversion ideal de una senal digital a una
analdgica interviene el interpolador ideal sa(t) = sen(nt)/nt. Este interpolador tiene la pro-
piedad de reconstruir a la perfeccion senales con un espectro limitado en banda muestreadas
con una tasa superior a dos veces dicho ancho de banda; sin embargo, la no causalidad y la
infinita extensién de dicho interpolador obliga a utilizar simplificaciones, como el retenedor
de orden cero presentado anteriormente (circuito S/H).
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5 Conversién analdgica/digital y digital/analégica 177

5.5.1 Fuentes de tension conmutadas

La conversion con fuentes de tensién conmutadas se ilustra en la figura 5.25. Esta se realiza

FS

Decodificador S/H

MSB
O

J— T;%Uref o Z%Urcf inUrcf Z%Urcf %Urcf 2% ref Q%Urcf e
Figura 5.25: Fuentes de tensién conmutadas

utilizando una tensién de referencia U, conectada a una red resistiva de 2% resistencias de
igual valor y conmutada por etapas a través de un decodificador que logra llevar a la salida
del retenedor la tensién equivalente.

Una obvia desventaja de esta estrategia estd en el tamano de la red resistiva, y del decodi-
ficador, que crecen exponencialmente con el nimero de bits a convertir.

5.5.2 Resistencias conmutadas

La figura 5.26 ilustra otra estrategia de conversién basada en la conmutacién de corrientes,
donde se observa que la corriente correspondiente al bit b; es siembre el doble de la corriente
del bit b;_1. Sea U; la tension a la salida del amplificador operacional. Esta tensién se
obtiene con

I b1
U1—RI—R(2wR+2w_1R+... 2R)Umf

= (b2 + 0127 + L+ by127) User

Si bien es cierto esta estrategia utiliza menos resistencias que las fuentes de tension conmu-
tadas, su exacta calibracion en un reto en el diseno del circuito integrado. Otra desventaja
es claramente el consumo de potencia presente en todas las resistencias. Si bien es cierto
éste puede reducirse utilizando valores mayores de R, usualmente esto ira acompanado de
una reduccién en la razén senal a ruido.
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S
o o
o o
o o
o o

2R 2°R 22R 2'R

—o

sal

- i

Figura 5.26: Conversion digital-analégica con resistores ponderados

5.5.3 Condensadores conmutados

La conversion digital analégica con condensadores conmutados se muestra en la figura 5.27.
En este caso la conversién requiere varios pasos. En el primer paso (denotado con 1 en

P TTAY “c
T T T 1 .

Figura 5.27: Conversién digital-analégica con condensadores ponderados

| Q
~1Q
®|Q

la figura), todos los condensadores se descargan conectando los bornes de todos ellos a
referencia. En el segundo paso, el terminal positivo del seguidor de tensién se desconecta de
tierra y cada uno de los bits con valor 1 se conectan a la tension de referencia U,e¢, mientras
que los bits 0 permanecen conectados a la tierra. La carga acumulada es entonces

C C
UrefQ = (bwlC' -+ bw,QE + ...+ bOF)

En el dltimo paso de la conversion, la carga () acumulada en los condensadores correspon-
dientes a bits 1 es repartida entre la capacitancia total del circuito conmutando los interrup-
tores a la referencia, como se ilustra en la figura 5.27. Dicha capacitancia es 2C' gracias al
condensador terminal de valor C'/2%~! por lo que

Q =201,
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5 Conversion analdgica/digital y digital/analdgica 179

con U; la tension a la salida del seguidor de tensién. Combinando las dos ecuaciones ante-

riores se deriva
Up = (bw-12"" 4+ by—2272 + ... 0127 4+ 527") Uses

5.5.4 Redes resistivas R — 2R

Otra manera de lograr conmutacion de corrientes es a través de redes resistivas R —2R como
la ilustrada en la figura 5.28. A diferencia de la estructura de resistencias conmutadas, solo
se requieren aqui dos valores de resistencias con una razén de valor 2:1. Obsérvese que en

R R R
2R 2R 2R 2R 2R
Uret
MSB LSB —
[ ! T ! T ! T ::::j T

Figura 5.28: Conversion digital-analégica con redes R-2R

cada nodo la corriente que entra divide en dos tantos iguales, de modo que la tension U; a
la salida del amplificador operacional es

bu1 | bu- by b
Ul——RI——R( e 1+°)Uref

2R ' 4R Tow-l T w
= —Uset (bw—127" 4 buy22 2+ ...+ 51279 + 5p27")

5.5.5 Conversiéon DAC delta-sigma

Los principios de modulacién y conversion delta sigma se pueden aplicar en sentido inverso,
como lo muestra la figura 5.29. En este caso se traslada la senal digital con cédigos de w bits
a una secuencia con LF, de sobremuestreo de bits simples. Un filtro pasabajos analégico
recupera la senal analdgica.
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Procesamiento t Procesamiento

Digital Analégico

\i

—{ L = H(z) > —l'_ DAC > —O

Digital o Analégico

Figura 5.29: Conversion DAC delta-sigma.

5.6 Problemas

Problema 5.1. Investigue qué circuitos se utilizan para realizar la conversién de una senal
digital a una analdgica.
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Capitulo 6

Implementacion de sistemas discretos

Hasta ahora se ha visto el analisis de sistemas LTI descritos mediante ecuaciones de diferen-
cias lineales de coeficientes constantes y el analisis por convolucién, en el dominio del tiempo
(o de variable) discreto y en el dominio de la frecuencia.

En la practica, el diseno y la implementacién de sistemas digitales se tratan conjuntamente,
y se deben considerar aspectos de costo, tamano, hardware, potencia, etc. Algunos esquemas
basicos de implementacion se revisaran aqui.

6.1 Numero de Condicion

Los sistemas de procesamiento digital son implementados en computadores digitales que
utilizan representaciones numéricas de precision limitada. Estas limitaciones afectan el
desempeno de los sistemas y obliga a revisar con detalle su comportamiento numérico.

En el area de analisis numérico, el niumero de condicion de una funcién con respecto a un
argumento indica, para el peor caso posible, cuanto puede cambiar el valor de la funcion
con respecto a un cambio dado del argumento. Se dice entonces que un problema es mal
condicionado (en inglés ill-conditioned) si el nimero de condicién es alto, es decir, si una
pequena perturbacién del argumento produce cambios grandes en la salida. Si el niimero de
condicién es pequeno (cercano a uno) entonces se habla de un problema bien condicionado
(en inglés, well-conditioned).

El nimero de condicién es una propiedad de cada problema particular, y por tanto un
problema puede ser inherentemente bien condicionado o mal condicionado. Por ejemplo,
el prondstico del tiempo es un problema inherentemente mal condicionado al depender no
solo de un elevado nimero de variables en tiempo y espacio (presién atmosférica, humedad
relativa, temperatura, velocidades de viento, etc.), sino que el resultado es sensible a cambios
leves en los valores de dichas variables.

La solucién de un sistema de ecuaciones lineales expresado como el sistema matricial
Ax=b (6.1)
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182 6.2 Estructuras directas

donde A es una matriz cuadrada de N x N y x y b son vectores N-dimensionales, tendrd un
numero de condiciéon dependiente totalmente de la matriz A que determina cuanto afecta un
error en los valores b los valores encontrados para x. Si la determinante de A es un nimero
pequeno, entonces el problema es mal condicionado.

No solo el problema es bien o mal condicionado, sino también el algoritmo particular desarro-
llado para dar solucion al problema. Si un problema es mal condicionado, ningin algoritmo
podra cambiar esa condicion. El cuidado debe tenerse en que un algoritmo mal condicionado
puede producir errores considerables en la solucion de problemas inherentemente bien con-
dicionados. Para el caso de algoritmos, el niimero de condicion se redefine entonces como la
razon de salida/entrada pero utilizando el algoritmo concreto. Por ejemplo, en la solucién del
sistema lineal de ecuaciones (6.1) pueden utilizarse algoritmos como la eliminacién gaussiana
(mal condicionado), la eliminacién de Gauss-Jordan, descomposicién de valores singulares
(SVD), o la descomposicién QR (bien condicionados), entre otros.

El problema que compete directamente en éste capitulo es encontrar las raices z; de un
polinomio expresado a través de sus coeficientes ¢;:

N
P(z) =) cz' =cotaz+az®+.. +eyz (6.2)
1=0

es decir, encontrar los valores z; para los que se cumple P(z;) = 0, para poder expresar al
polinomio de la forma

N

Piz)=][z-2)=(z—2)(z—2)...(z — 2v) (6.3)

i=1
Este problema es en general mal condicionado, en el sentido de que pequenos cambios en
los valores de ¢; pueden producir grandes cambios en la posicion de las raices z;, hecho que
empeora conforme aumenta el orden del polinomio. Las consecuencias del mal condiciona-
miento de éste problema en el procesamiento digital tienen que ver con el posicionamiento
de polos y ceros en la implementacion de un sistema utilizando ecuaciones de diferencias que
tratan ya sea (6.2) o (6.3).

6.2 Estructuras directas

Considérese el sistema de primer orden:

y(n) = —ary(n — 1) + box(n) + byz(n — 1)
y su “realizacion directa” (figura 6.1).
que se puede interpretar como la serie de dos sistemas LTT:

v(n) = box(n) + byx(n — 1)

y(n) = —ary(n — 1) +v(n).
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x(n) v(n) y(n)

bo v | -
| |
b1 —ax
- Z_l Z_l -
Figura 6.1: Realizacién directa del sistema de primer orden y(n) = —ayy(n—1)+boz(n)+bix(n—

1).

Como la conexion en serie de sistemas LTT es conmutativa, se puede reemplazar el sistema
anterior por el indicado en la figura 6.2, donde se cumplen las ecuaciones:

w(n) =z(n) — aqw(n — 1)

y(n) = bow(n) + byw(n — 1)

| w(n) b() |

\i

—ay by

Figura 6.2: Reemplazo del sistema de la figura 6.1.

Adicionalmente, se observa que los dos retardadores tienen la misma entrada w(n) y por lo
tanto la misma salida w(n — 1), y se pueden agrupar en uno solo segiin se muestra en la
figura 6.3.

z(n) | b | y(n)

—ax by

Figura 6.3: Simplificacién del sistema de la figura 6.2.

A esta estructura se le denomina forma directa Il y utiliza sélo un elemento retardador, en
lugar de los dos utilizados en la forma directa I (figura 6.1).

Noétese que esto puede generalizarse para la ecuacién de diferencias:

y(n) = — Z ary(n — k) + Z brx(n — k) (6.4)
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184 6.2 Estructuras directas

compuesta de un sistema no recursivo:

M
v(n) = Z brr(n — k)
k=0
y un sistema recursivo:

y(n) == agy(n — k) +v(n)

k=1
mostrados en la figura 6.4. Invirtiendo el orden y combinando los retardadores se obtiene,

z(n) y(n)

-
L

bar—1

by

Figura 6.4: Forma directa I.

con M < N, el diagrama mostrado en la figura 6.5. Ndétese que esta estructura requiere
max{N, M} retardadores y M + N + 1 multiplicaciones, que contrastan con los N + M
retardadores de la forma directa, aunque el nimero de multiplicaciones es el mismo. A esta
forma II, por poseer el minimo de retardadores, se le denomina también forma candnica.

Al caso especial no recursivo con ap =0,k =1... N:

yn) = bu(n — k)

se le denomina sistema de media ponderada mdvil o sistema MWA (moving weighted ave-
rage), que es un sistema FIR de respuesta impulsional:

b, 0<k<M
h(k) = k> S kS
0, en otro caso
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w(n) bo | y(n)
\ |
L1
—a wn—1) by |
Y |
o1
—as w(n —2) by |
\ |
L1
—as w(n —3) by |
N
|\ —an_2 |w(n—M) bas e
| I |
L1
| —aN_1
| Y

Figura 6.5: Forma directa II.

Con M = 0, el sistema de la ecuacién (6.4) se torna puramente recursivo:

y(n) ==Y ary(n — k) + boz(n)

k=1

y calcula la combinacién lineal de las iltimas N salidas y la entrada actual.

6.2.1 Estructuras directas para filtros FIR simétricos

El caso particular de filtros FIR de longitud M cuyos coeficientes presentan condiciones de
simetria o antisimetria

h(n) = £h(M — 1 —n)
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186 6.3 Grafos de flujo de senal y estructuras transpuestas

tiene aplicaciones particularmente en el caso de filtros de fase lineal. Este tipo de simetria
permite reducir el nimero de productos requeridos de una implementacién convencional de
M a M/2o0a (M —1)/2 para M par o impar respectivamente.

Las figuras 6.6 y 6.7 ilustran las estructuras en forma directa para estos filtros.

D P f@

h(0) h(1) h(2) )4(”23) h (ML)
y(n)
B &

Figura 6.6: Filtro FIR simétrico con M impar.

z(n) . .

L

<f@\f@\f@\

z ¥4 z z

h(0) (1) n(2) h(3) h(¥ -2) h(& —1)
y(n)
O — b

Figura 6.7: Filtro FIR simétrico con M par.

6.3 Grafos de flujo de senal y estructuras transpuestas

Una representacion alternativa de los diagramas de bloques utilizados hasta ahora son los
diagramas de flujo de senal, caracterizados por ramas con transmitancias especificas y nodos
en donde convergen y se distribuyen las senales. Los nodos suman todas las senales que
convergen en ellos y distribuyen la misma senal en todas las ramas que salen de ellos. Un
nodo que solo distribuye la misma senal (es decir, un nodo en el que no converge ninguna
sefial) recibe el nombre de nodo fuente, y uno a donde solo convergen senales (es decir, no
sale ninguna senal) se denomina nodo sumidero. La figura 6.8 ilustra el grafo de flujo de
senal correspondiente al diagrama de bloques de un sistema de segundo orden ilustrado en
la parte superior, en donde se muestra que y(n) llega a un nodo sumidero y x(n) parte de
un nodo fuente.

La representacion de sistemas con una topologia de grafos permite aplicar principios como el
llamado teorema de transposicion, que especifica una forma de transformar el grafo de modo
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.:c(n) bo y(n)

ba

Figura 6.8: Diagrama de bloques de sistema de segundo orden y su correspondiente grafo de flujo
de senal.

que la relacién entre entrada y salida no cambie. El teorema de transposicién especifica que
si se invierten las direcciones de todas las transmitancias de rama z se intercambia la entrada
con la salida en el grafo, la funcién de transferencia del sistema no cambia. La transposicion
del sistema de segundo orden de la figura 6.8 se ilustra en la figura 6.9.

Obsérvese que en la transposicién los nodos se convierten en sumadores y los sumadores en
nodos.

Ejemplo 6.1 Encuentre las formas directas I y II y la forma transpuesta II para el sistema

- by + b12_1 + b22_2
14 az 4 agz2

H(z)

Solucioén:
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y(n) z(n)

#(n) bo y(n)

1)1 —aq

b2 —az

Figura 6.9: Grafo de flujo de senal transpuesto y el diagrama de bloques derivado.
6.4 Muestreo en frecuencia

Dado un conjunto de frecuencias wy, espaciadas de forma homogenea

21 M—-1

wk:M(k—l—a), k=0,1,..., 5 M impar
M
l{;zO,l,...,;—l, M par
1
—06 =
a 63
Se sabe que la respuesta en frecuencia H(w) estd dada por la transformada de Fourier en
tiempo discreto de la respuesta al impulso h(n):
M-1
Hw) = h(n)e’*"
n=0

y los valores de H(w) en las frecuencias wy son entonces
R —j2x( k—i—a)n/M _ .
H(k+a)—H<Mk+a> Zh J k=1,2,...,M—1
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Obsérvese que si a = 0 entonces la ecuacion anterior corresponde a la DFT de M puntos de
h(n). Utilizando los mismos principios de derivacién de la IDFT se despeja:

1 M—

|_|

H(k + o)el?rthtain/M k=1,2,....M—1 (6.5)
k=0

que equivale a la IDFT si oo = 0.
Se sabe que la funcién de transferencia del filtro esta dada por

M—

—_

h(n)z""

n=0
y utilizando (6.5) se obtiene

—M—lllMl

H ]{?—l-Oé eg27r(k+a)n/M] 5N
k=0

n=0

e intercambiando el orden de las sumatorias

M

-1
H(z):ZHk—i-oz
k=0

1 M1
Z 6]27r(k+a)/MZ—1)”]

n=0

1— Z—M€j27ra M-1

H(k+ «)
Wi £ 1 — ei2n(ea)/M 51

que estd expresada enteramente por las muestras del espectro H(w). La anterior ecuacién se
interpreta como la cascada de dos sistemas: un filtro todo ceros del tipo peine caracterizado
por

Hi(z) = — (1 — 2z~ Me?™)
donde los ceros se encuentran equiespaciados sobre la circunferencia unitaria en
2z = I/ M k=0,1,....,M—1

El otro elemento de la cascada es un banco de filtros de primer orden, cada uno con un solo
polo en
py, = el2rlhra)/M k=0,1,...,.M—1

)
Obsérvese que los polos coinciden en su posicién con los ceros.
La figura 6.10 muestra la realizaciéon de un filtro FIR por muestreo en frecuencia.

Cuando la respuesta en frecuencia deseada es de banda angosta, la mayor parte de los coe-
ficientes H (wy) son cero, y la estructura se simplifica. Ademés, si se requiere una respuesta
impulsional real, entonces debido a la simetria hermitica de H(w) la estructura puede sim-
plificarse aun mas combinando pares de filtros de primer orden en filtros de segundo orden.
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™
L
A
=
Y S

cj27‘ra/1¥’[

ei2m(14+a)/M

(,j27'r(2+a)/1b[

a=00} | H(M—>1+oz)> |
| | y(n)
27l |-

€j27r(]\1771+a)/]\1

Figura 6.10: Realilzacion de filtro FIR por muestreo en frecuencia
6.5 Sistemas en cascada

Las formas directas I y II utilizan los coeficientes de los polinomios en el numerador y
denominador de la funciéon de transferencia racional que implementan. Puesto que el po-
sicionamiento de las raices polinomiales es un problema mal condicionado, la ubicacion de
los polos y ceros, considerando las precisiones finitas con las que los coeficientes pueden ser
representados, pueden variar considerablemente, convirtiendo por ejemplo sistemas estables
en inestables.

Los sistemas en cascada persiguen una utilizacion directa de los valores de polos y ceros, que
hacen mas predecible el efecto de cuantificacién en sus representaciones digitales.

Para ello se parte de una factorizacion de los polinomios en el numerador y denominador de
la funcién de transferencia del sistema

H(z) = Z]szo bz " _ 4 ]szll(l — frz™") H]k\/[jl(l — gz (L — g2 !)

Sy aet M=) I, (1 = dyz 1) (1 — drz))

donde M = M; +2Ms y N = Ny + 2N,. Si aj y by son reales entonces fj y ¢ también lo
son, mientras que g, v dj son complejos y aparecen junto a sus pares complejos conjugados
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9k y A%
Usualmente se combinan pares de factores reales o complejos cojugados en estructuras de
segundo orden, de modo que

N,
T bor + blkz_l + b2k2_2
H(z) = I | 6.6

(Z) 1 1-— alkz_l + a2k2_2 ( )

con Ny = [(N +1)/2]. Aqui se ha asumido que M < N. En caso de que hubiese un
nimero impar de de ceros (o polos) reales, entonces uno de los términos by, (0 asy) sera cero.
Para cada uno de estos términos puede utilizarse la forma directa II, aunque se acostumbra
utilizar una reduccion en el numero de multiplicadores necesarios utilizando la factorizacion

N ~ ~
T 1+ bzt + boypz ™2
H(z) =0
(Z) 0 I£[1 1-— alszl + &gszz

La forma (6.6) tiene sin embargo la ventaja sobre la forma (6.5) de que el valor de by queda
distribuido en todos los términos de la cascada, lo que es conveniente en implementaciones
en punto fijo.

6.6 Sistemas paralelos

De forma alternativa a la factorizacién en términos de segundo orden, utilizando descompo-
sicién en fracciones parciales es posible expresar la funcién de transferencia como

Ny M Ay N2 Bi(1 —epz™)
H(z) =) Cpz* —
(Z) ; kZ +;1_Ckz—l +;(1_dkz—l)(1_d*kz—l)

donde N = Nj + 2N,. El primer término esta presente solo si H(z) es una funcién racional
impropia, es decir, si M > N en cuyo caso N, = M — N. Si los coeficientes a, y by, son reales,
también lo son Ay, By, e v di. Esta expresion puede interpretarse como la combinacion en
paralelo de sistemas IIR de primer y segundo orden, mas una cadena de N, retardadores.
Agrupando también los polos reales en pares, la funcién de transferencia se puede expresar

Ccomo
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Capitulo 7

Introduccion al diseno de filtros
digitales

7.1 Causalidad y sus implicaciones

Sea h(n) la respuesta impulsional de un filtro paso bajo ideal con respuesta en frecuencia

H(w) 1 |w| <we
w) =
0 we<w<m

w,
=< n=2>0
h . s
(n) =9 we sen(wemn)
— ——— = en otro caso
(e wen

que obviamente no es causal y por tanto no realizable. Pero jcémo debe ser H(w) para que
h(n) sea causal? Esta pregunta la responde el Teorema de Paley-Wiener que afirma: si h(n)
tiene energfa finita y es causal (h(n) = 0,n < 0) entonces

/ | n |H(w)] | dw < 00

Si esta ecuacion se cumple para |H(w)| entonces puede buscarse una respuesta de fase aso-
ciada O(w) tal que H(w) = |H(w)|e’®“ represente una sefial causal.

Nétese que de acuerdo a este teorema la funcién |H(w)| puede ser cero en frecuencias pun-
tuales aisladas, pero no en una banda finita, puesto que la integral se haria infinita. Por lo
tanto, ningun filtro ideal es causal.

Puesto que h(n) se puede separar en componentes par e impar:

B(n) = he(n) + ho(n)
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si h(n) es causal entonces se tiene ademads
h(n) =2h.(n)u(n) — he(0)d(n) = 2h,(n)u(n) + h(0)d(n)
he(n) =hy(n), n >0
y si h(n) es absolutamente sumable (estable BIBO) entonces
H(w) = HR(w) + jH[(LL))
y puesto que h(n) es causal y real entonces
he(n) o—e Hp(w)
ho(n) o—e H] (CU)

con lo que se deduce que Hg(w) es suficiente para establecer H(w). En otras palabras Hg(w)
y H;(w) son interdependientes y no se pueden especificar libremente para sistemas causales.

Para establecer la relacién entre las partes real e imaginaria de la respuesta en frecuencia se
plantea utilizando el teorema del enventanado

H(w) = Hplw) + jHi () = F {2h.(n)u(n) — h.(0)5(n)}
— 2[Hp(w) * U(w)] — he(0)

/ Ha(\U(w — ) dA — hy(0)

que con
5 1
u(n) o—e U(w) = md(w) + TRy
:7r5(w)+1—jlcot£, —T<w<Tm
2 2 2

es equivalente a

—T

4 1 [™ 1
:l / Hr(M)md(w — N) d\ + — Hr(N\)=dA
7'[' _ T 2

he(0)
—A
/ Hg(A cot( ) > d\ — he(0)
y puesto que
- A
HR<w)+jH[( ) HR( ——/ HR COt( 9 ) dA\

:——/ Hr(\ cot( 2)\>d)\
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denominada Transformada de Hilbert discreta de Hg(w).

La causalidad ademas tiene otras consecuencias aqui no demostradas, como por ejemplo que
|H(w)| no puede ser constante en ningin rango finito de frecuencias y la transicién de la
banda de paso a la banda de rechazo no puede ser infinitamente abrupta. Por estas razones,
las respuestas en magnitud de filtros reales solo pueden ser aproximaciones de las versiones
ideales, tal y como lo muestra la figura 7.1. La frecuencia angular wp define el limite superior

[H(w)|

‘ i Rizado de Banda de Paso

Bandar Banda de Rechazo
de

Transicién

Banda de Pasor

Figura 7.1: Respuesta real de filtro pasa bajas.

de la banda de paso y asi el ancho de banda del filtro. La frecuencia angular wg indica el
inicio de la banda de rechazo. El ancho de banda de transiciéon es entonces wg — wp. Los
rizados de las bandas de paso y rechazo son d; y 09 respectivamente.

En aplicaciones reales se debe especificar entonces antes de disenar el filtro

1. Méximo rizado permitido en la banda de paso d;
2. Maximo rizado permitido en la banda de rechazo dy
3. Frecuencia de corte de la banda de paso wp

4. Frecuencia de corte de la banda de rechazo wg.

donde las dos ultimas se escogen usualmente en términos de potencia mitad.

El grado en que H(w) acata las especificaciones depende en parte de los criterios utilizados
para seleccionar {a;} v {bx}, asi como del nimero de polos y ceros utilizados.

Generalmente el diseno de filtros se concentra en el tipo pasa bajos, para lo que existen gran
variedad de técnicas. Algunas de ellas se muestran en la figura 7.2 y se ilustran con més
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196 7.2 Filtros de respuesta de impulso finita

detalle en [15]. Existen métodos para transformar los filtros pasa bajos a otros tipos como

paso altos o paso banda.

Diseno de

Filtros Digitales

FIR IIR
Ventanas Wnesies ()ptimos Analégicos Directos
en frecuencia
Aproximacién Aproximacién
de derivadas de Pade
Invarianza Minimos
impulsional cuadrados
Transformacién Dominio de
bilineal frecuencia

Transformada z

adaptada

Figura 7.2: Taxonomia de métodos para el disefio de filtros.

7.2 Filtros de respuesta de impulso finita

Para un filtro FIR de longitud M la relacién de entrada salida estd dada por la convolucion

y es

M—-1 M—-1
y(n) =Y bex(n—k) = > h(k)z(n— k) = h(n) = z(n)
k=0 k=0
y la funcién de transferencia es
M-—1 1 —1
H(z)=Y h(k)zF= 1 h(k)zM 1k
k=0 k=0

cuyas raices son los ceros del filtro. Este filtro tiene fase lineal si su respuesta impulsional

satisface las simetrias:
h(n) =+h(M —1—-n), n=0,1,...,. M —1
que para la transformada z de h(n), H(z) implica los siguientes casos.
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e Para M par

M_y

H(z) —z_(M 1)/2 Z h(k S(M=1-2k)/2 | —(M—1- 2k)/2}

y con z = ¢/ y asumiendo simetria circular par h(n) = h(M — 1 — n) entonces

M
2
H(w) = e W02 Cp(k) [ 172072 4 7w Mm1m2/2] ;
k=0
oy
— oW (M=1)/2 9 h(k) cos <g(M —1- 2/6))
k=0

— e—jw (M-1)/2 (_ )

donde H,(w) es una funcién real por corresponder a una suma ponderada con coeficien-
tes reales h(k) y términos cosenoidales con argumentos reales. De forma equivalente,

para el caso antisimétrico circular h(n) = —h(M — 1 —n):
I\J 1
(M—1-2K)/2 _ _—ju(M—1-2k)/2] 2J
H(w) o )2 _ i 2 2
2j
. M-—1 T %_1 w
= i(@M5) o h(k) sen <§(M -1- 2k))
k=0
— ) ()
e Para M impar
N
M - 1 —1— 1
H(Z) — > (M-1)/ h( 5 ) + h(k:) [ZM 2k 4 M Zk]
k=0

Con simetria circular par h(n) = h(M —1—n) lo anterior, en el domino de la frecuencia,

conduce a
]\/12
, M—-1 M —1-—2k
H — o dw(M=1)/2 |1, 2 h(k
(w)=¢e + Z ) cos —
— e—jw(M—l)/2HT(w)
y con antisimetria circular A(n) = —h(M — 1 — n), que ademds implica h (%) =0:
M;B
— ™ M - 1 - Qk
H(w) = ("5 -3) 23" bk roo
(w)=e % (k) sen 5
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Figura 7.3: Posicion de los ceros en un filtro FIR de fase lineal.

Notese que se cumple ademas
MDY = £H(2)

lo que implica que si z; es un cero, entonces z*y, 1/2; y 1/2*; también lo son (figura 7.3).

La tabla 7.1 resume las posibilidades brindadas por las diferentes simetrias para filtros FIR
de fase lineal.

Tabla 7.1: Simetrias en filtros FIR de fase lineal

Simetria  Simétrica h(n) = h(M — 1 —n) Antisimétrica h(n) = —h(M — 1 —n)

Mopar  H.(0) =2 h(k) H,(0) =0

no apto como filtro paso bajos

M—

2_1)+2 2 h(k) H,(0)= H,(7) =0

=0

M

M impar H,(0)=h (

no apto como filtro paso bajos o altos

7.2.1 Diseno de filtros FIR por el método de ventanas

Sea Hy(w) la respuesta en frecuencia deseada, que usualmente sigue la forma de un filtro
ideal. En general, la respuesta impulsional correspondiente hy(n) es infinita y dada por la
transformada inversa de Fourier

1 [" -
hd(n) = %/ Hd(u)>€]wn dw
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El filtro FIR se obtiene truncando h,(n) por medio de una ventana

(n) 1 n=0,1,...,M —1
w(n) =
0 en otro caso

es decir,

hg(n) n=0,1,.... M —1

h(n) = ha(n)w(n) =

0 en otro caso
En el dominio de la frecuencia H(w) = Hg(w) * W (w). Puesto que W (w) tiene generalmente
un lobulo central y lobulos laterales, el efecto de la convolucion es suavizar la respuesta
Hy(w). Para reducir el efecto de dichos l6bulos laterales se utilizan ventanas diferentes a la
rectangular, caracterizadas por no tener cambios abruptos en el dominio del tiempo, lo que
conduce a lébulos menores en el dominio de la frecuencia. Algunas ventanas tipicas y sus
caracteristicas se presentan en la tabla 7.2.

Tabla 7.2: Funciones utilizadas como ventanas.

Ventana h(n),0 <n<M—1 Ancho Pico l6bulo

lobular lateral [dB]
Rectangular 1 A /M —13

. 2[n - 45|
Bartlett (triangular) 1- — -1 8 /M —27
2
Hamming 0,54 — 0,46 cos M” - 8m/M 39
1 2

Hanning 5 (1 — cos Mﬂ_nl> 8 /M —43

Las ventanas se ilustran en el dominio temporal en la figura 7.4, y en el dominio de la
frecuencia, con su magnitud espectral en las figuras 7.5 y 7.6.

Ejemplo 7.1 Disene un filtro pasa bajos de longitud M que aproxime

Hd(W) =

ejw(Mfl)/Q O S |w| S we
0 en el resto

Se obtiene con la transformada inversa de Fourier

haln) = - / © ln-51) g, - S (0= T

T or

—we

Para el filtro FIR se toman solo M muestras:

sen wg (n — @)
w0 2)

h(n) = 0<n<M-1
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1

Rectangular ——

Hanning +—

Hamming +—

/ Bartlett
08 i
/
//
/
/
0.6 - / |
//
///
//
04 - / |
//
//
/
0.2 - / _
0 e | | |
0 200 400 600

Figura 7.4: Ventanas en el dominio del tiempo.

T
Rectangular
Hanning —
Hamming ———
Bartlett
e S - S
0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 7.5: Ventanas en el dominio de la frecuencia (normalizado).

Borrador: 22 de noviembre de 2010



7 Introduccion al diseno de filtros digitales

201
0 \
Rectangular
Hanning —
Hamming ——
Bartlett
-20 -
-40
-60
-80 \ /T .
\ 3/ \ /’ﬁ\\\
R A
[ARTELYA
[ A
Vol
-100 Lo |l NI
0.4 0.5
Figura 7.6: Ventanas en el dominio de la frecuencia (en dB).

El truncamiento de hg(n) conduce a un comportamiento oscilatorio cerca del limite de la
banda de paso denominado fenomeno de Gibbs. Nétese que este método no permite mucho
control sobre el valor de los pardmetros 01, d2, wg vy wp resultantes.

Diseno de filtros FIR de fase lineal por el método de muestreo de frecuencia

En este método se muestrea la respuesta en frecuencia deseada en L%J puntos equiespaciados

2m M—1
wk:M(k+a) kE=0,1,..

S M impar
M
k:O,l,...,7—1 M par
_0’1
a=067

y se calcula la respuesta impulsional h(n) correspondiente, donde para reducir los 16bulos

laterales se utilizan métodos numéricos de optimizacién que sitiian las muestras en la banda
de transicion.

Puesto que

]—_I(k + a) = H (_ﬂ(k + a)) — h(n)e—j%r(k-i-a)n/M, k=
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y haciendo uso de la ortogonalidad de la exponencial compleja se cumple ademas

1
M

M-1
Z H(k + a)ed?rthtan/M -y — 01, M —1
k=0

h(n) =

Con a = 0 estas ecuaciones equivalen a la DFT e IDFT respectivamente. Si h(n) es real,
entonces
Hk+ao)=H M-k —a)

M

lo que justifica la utilizacién de L?J muestras en vez de M. Utilizando la simetria se obtiene

2 .
H(k+a) = H, (MWU{ 4 a)> 187/ 22 (ko) (M+1) /2M]

donde # = 0 si h(n) es simétrica y § = 1 si h(n) es antisimétrica. Con

2T

G(k+a) = (—1)FH, (M

(k+a)> k=0,1,...,M—1

se obtiene
H(k’ + O./) — G(k’ + a)ejwkej[B7r/2—27r(k+a)(M+1)/2M]

Respuesta impulsional h(n) = £h(M — 1 —n)
Simetria circular par

(H(k) = G(k)e™™ k=0,1,...,.M -1

. G(k)=<—1>%(%) G(k) = ~G(M — k)
o= o aten (2 (1))
[1(1+3)-o(o- oo

e G R R
RSP CEE{CHIC

Simetria circular impar

H(k) = G(k)™ ™M | =0,1,... .M ~1

p

G(k) = (-1)*H, (%) G(k)=G(M —k)
a=0:9 pin) = —% é G(k) sen (% (n + %)) M impar

M
21k 1

h(n) = — § (<1 G(M/2) -2 ]; G(k) sen (W (n + 5)) M par
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(1 (k + 1) e (k + 1) (I /200
2

2

1 G (k+ %) = (-1)*H, <2M7T (k:+ %))
2 G(k+%) -G (M—k—%); G(M/2) = 0 para M impar
L%

- oo o) ()

Ejemplo 7.2 Disene un filtro de longitud M = 15 con respuesta impulsional h(n) simétrica
y respuesta en frecuencia condicionada a

- 1 k=0,1,23
Hr(w)z 04 k=4

15
0 k=567

Solucién: h(n) es simétrica y en este caso o = 0. Con G(k) = (=1)*H, (¥£), k=0,1,...,7
y las ecuaciones anteriores se obtiene

h(0) = h(14) —0,014112893
h(1) = h(13) = —0,001945309
h(2) = h(12) =  0,04000004
h(3) = h(11) = 0,01223454
h(4) = h(10) = —0,09138802
h(5) = h(9) = —0,1808986
h(6) h(8) =  0,3133176
W7 = 0,52

7.2.2 Diseno de filtros optimos

El diseno de filtros se denomina optimo si el error de aproximacion entre la respuesta en
frecuencia deseada y la actual se distribuye equitativamente a lo largo de las bandas de paso

y rechazo.

Dadas las frecuencias de corte para las bandas de paso y rechazo wp y wg respectivamente,
el filtro debe satisfacer ademas

1-0 <H,(w) <140 || <wp
—dy <H,(w) <y lw| > ws

por lo que & representa el rizado de la banda de paso y d, la atenuacién o rizado en la banda

de rechazo.
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Utilizando los filtros simétricos y antisimétricos de fase lineal puede demostrarse que

con Q(w) y P(w) dados en la tabla 7.3.

El error de aproximacién se define entonces como

E(w) = W(w)[Har(w) = Hr(w)]
Hdr

(w

)_
)_

donde W (w) es una funcién de ponderacién de error que usualmente se define como

W(w) = {g—; w en la banda de paso

1 w en la banda de rechazo

y Hg-(w) la respuesta ideal del filtro deseada que es 1 en la banda de paso y cero en la de
rechazo. Con

el error se puede reescribir como

A

Ew) = W(w) [f]dr(w) - P(w)] .

El disenio del filtro consiste entonces en buscar los pardmetros {a(k)} = {a(k)}, {b(k)}, {c(k)}
6 {d(k)} que conducen al menor valor méximo de |E(w)|.

donde S representa el conjunto (disjunto) de bandas sobre las que se realiza la optimizacion.

{a(k)} [ wesS {a(k)} | wes

W(w) [ﬁdr - Z a(k) cos wk:]

k=0

arg min {maX|E(w)|} = arg min [max

Este problema de optimizacién requiere también métodos numéricos de optimizacién (por
ejemplo el algoritmo de intercambio de Remez) basados en el teorema de la alterternancia,
que establece que la funcién de error F(w) debe exhibir al menos L + 2 frecuencias extremas
en S, es decir, deben existir al menos L + 2 frecuencias {w;} en S tales que w; < wy <
oo <wrte, BEw) = —E(wi—1) v |E(wi)] = 1512§<|E(w)|, i=1,2,...,L+ 2 para que P(w) =

Z,ﬁzo a(k) coswk sea la mejor y tnica aproximacién ponderada de Hy, (w).

El nombre del teorema se debe a la alternancia de signo entre dos extremos consecutivos.
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7.3 Diseno de filtros de respuesta impulsional infinita
a partir de filtros analégicos

Puesto que el diseno de filtros analdgicos es un campo maduro y bien desarrollado, puede
hacerse uso de sus resultados transformando filtros analdgicos, descritos en el dominio de
frecuencia compleja s = o + 72 como

B(s) S, At
A(s) Zivzo ays®

Ha(s) = (7.1)

a filtros digitales utilizando algiin mapeo adecuado entre las variables s y z. La funcién de
transferencia H,(s) se relaciona con la respuesta impulsional h(t) a través de la Transformada
de Laplace

Ho(s) = / T et dt

—00

que teniendo una forma racional como en (7.1) esté relacionada con la ecuacién diferencial

dy(t) <~ , doa(t)

donde z(t) representa la entrada del filtro y y(¢) su salida.

Puesto que el sistema descrito por H,(s) es estable si sus polos se encuentran al lado izquierdo
del eje 0 = 0 entonces el mapeo de s a z debe

1. Transformar s = j€) en la circunferencia unitaria en el plano z.

2. El semiplano izquierdo (LHP) de s debe corresponder con el interior de la circunferencia
unitaria.

En la seccién anterior se menciono que un filtro tiene fase lineal si

H(z)=+z""H(z).

Con filtros FIR esto se utiliza para ubicar los ceros, pero con filtros IIR esto implica que
cada polo dentro de la circunferencia unitaria en z tiene otro polo correspondiente fuera de
ella, lo que implica que el filtro sera inestable. En otras palabras, si se requiere un filtro de
fase lineal, debe utilizarse un filtro FIR como los tratados en la seccién anterior.

Con filtros IIR usualmente se enfoca el diseno a la respuesta en magnitud, dejando que las
interrelaciones existentes entre fase y magnitud determinen la fase, segin corresponda con
la metodologia de diseno utilizada.
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7.3.1 Diseno por aproximacion de derivadas

Si se cuenta con la ecuacién diferencial del filtro (7.2), se pueden aproximar las derivadas
haciendo uso de

dy(t) _ynT) —y(nT =T) y(n)—yn-1)

dt T T

t=nT

con el intervalo de muestreo T'. Transformando al dominio s y z se tiene

Puede deducirse de forma similar que la k-ésima derivada resulta en la relacion

_ k
T

por lo que la aproximacién para el filtro IIR digital es

H(z) = Hu(s)] -

s=

La equivalencia entre s y z se puede derivar de

B 1
Z_l—sT

mapeo que se ilustra en la figura 7.7.

Im{z} ot

2L

Figura 7.7: Mapeo entre el plano s y el plano z para la aproximacion de derivadas.

Notese que los polos del filtro digital solo se ubicaran en frecuencias pequenas, lo que restringe
la utilidad de este método a solo filtros paso bajo y paso banda con frecuencias resonantes
relativamente bajas.
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7.3.2 Diseno por invarianza impulsional

Este método consiste en buscar una respuesta impulsional del filtro digital que corresponda
a la respuesta impulsional muestreada del filtro analégico:

h(n) = h(t)|,_,7, n=0,1,...

En capitulos anteriores se analizé el hecho de que el muestreo en el tiempo conduce a una
extension periddica que consiste en la superposicion del espectro analégico desplazado por
miultiplos de la frecuencia de muestreo Fy; = 1/T.

H(w)=F, Y Hy(wF, —2rF.k)

k=—o0

El aliasing que ocurre a altas frecuencias hace este método inapropiado para el diseno de
filtros paso alto.

En este caso puede demostrarse que la equivalencia entre los dos dominios es z = e*7 =

eIV = 7T — pei con r = €77 y w = QT, lo que implica que el semiplano izquierdo
(LHP) corresponde al interior de la circunferencia unitaria (r < 1). Nétese que todos los
intervalos de frecuencia (2k — 1)7 < Q < (2k + 1)7% se proyectan en la circunferencia, lo
que hace de esta correspondencia una relacién inyectiva que proviene del efecto de aliasing

debido al muestreo (ver seccién 2.2.2).

Im{z}

Figura 7.8: Mapeo entre el plano s y el plano z para la invarianza impulsional.

Puede demostrarse que el filtro analdgico

M M

Z Ck . Z Cr
Ha(S) = S — Dr equlvale a H(Z) = m

k=1 k=1

y aunque los polos siguen la relacién z, = eP*”, esto no se satisface para los ceros.
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7.3.3 La transformada z adaptada

De forma similar al disefio por invarianza impulsional, se utiliza aqui el mapeo z = e*7T,
pero tanto para polos como para ceros. Asi, transformacion z adaptada se le denomina a la

equivalencia entre (s —a) y (1 — e?Tz71). De esta forma

(1 — ezk’Tz_l)

=
w

|

N
=

k=1

H(s) = =—— es equivalente a H(z) =

(1 — ep’“Tz_l)

—
(V)

|

S
—1=

b
Il
—_
B
Il
_

Con este método debe seleccionarse T' lo suficientemente pequeno para evitar el aliasing.

7.3.4 Diseno por transformacién bilineal

En este método se utiliza la relaciéon

2 (11—t
s=—(——
T \1+ 271
denominada relacion bilineal y derivada de la férmula trapezoidal para integracion numérica.

Este método es apto para transformar filtros paso alto y paso banda por tener una repre-
sentacion biyectiva entre w y 2. Con

Ts+2
Ts— 2

se obtiene el mapeo mostrado en la figura 7.9.

Im{z} 21

2L

Figura 7.9: Mapeo bilineal entre el plano s y el plano z.
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7.4 Transformacion de Frecuencia

7.3.5 Filtros Analégicos

Estas transformaciones pueden aplicarse para derivar filtros digitales, por ejemplo, filtros
Butterworth, filtros Chebyshev (tipos I y II), filtros elipticos y filtros Bessel (tabla 7.4).

Tabla 7.4: Caracteristicas de Filtros Paso Bajo Analdgicos

Filtro

Funcién de Transferencia

Caracteristicas

Butterworth
(todo-polos)

1
T 14 (/)

Qc: frecuencia de corte

[H(Q)*

|H(€2)| mondtona en las bandas de paso
y rechazo.

1
1+ e2T% (%)

HO =

Chebyshev, Ty polinomio de Chebyshey Rizado c/or‘lstante e,n la banda de paso y
Tipo I (todo- caracteristica mondtona en la banda de
polos) To(z) =1 rechazo.
Ti(z) =x
Tyi1(x) =22Tn(x) — Tv_1(2)
2 1
Chebyshev, [H(Q)|" = 2 ( Qg ) Rizado constante en la banda de rechazo
N\ Q
Tipo II (polos y 1+ ¢ |:T2 (S??)} y caracteristica mondtona en la banda de
N\ Q
ceros) Ty: polinomio de Chebyshev paso.
1
HOP = ————
Eliptico 6 Cauer 1+ e Uy (E) Rizado constante tanto en la banda de
(polos y ceros) Uy: funcién eliptica Jacobiana paso como en la de rechazo.
de orden N
1
H(s) =

Bessel  (todo-

polos)

Bn(s): funciones de Bessel
B(](S) =1
Bl (S) =S+ 1

Respuesta de fase lineal en la banda
de paso (aunque se destruye en la con-
version a digital).

BN(S) = <2N — 1)BN_1(S) + SQBN_2<S)

7.4 Transformacion de Frecuencia

Hay dos maneras de obtener un filtro digital paso bajo, paso alto, paso banda o supresor de

banda a partir de un filtro paso bajo analégico:

1. Transformar en el dominio analdgico al filtro deseado, y luego usar uno de los mapeos
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de s a z presentados anteriormente para transformarlo al dominio digital.

2. Transformar el filtro paso bajo a un equivalente paso bajo digital, para luego hacer la
transformacién al filtro deseado en el dominido digital.

Para el primer caso se utilizan las transformaciones mostradas en la tabla 7.5. Para el
segundo se presentan las modificaciones en la tabla 7.6.

Tabla 7.5: Transformaciones de frecuencia para filtros analdgicos.

Tipo de filtro Transformacion Nuevas
deseado frecuencias
de corte
. Q
Paso bajo 5 — Q—is Qb
QpSY
Paso alto §— P Q5
S
2
s° 4+ Q0
Paso banda s — Qp— " g Q
SéQu — Ql;
s(Q, — Ql
Supresor de banda s — “ Q,,Q
p Pra 00, ws 24
Qp: frecuencia de corte del prototipo
Q;:  {frecuencia de corte inferior

Q,: frecuencia de corte superior
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7.4 Transformacion de Frecuencia

Tabla 7.6: Transformaciones de frecuencia para filtros digitales.

Tipo de filtro Transformacién Constantes Nuevas
deseado frecuencias
de corte
1 wp—wh
) . z —a sen 5 ,
Paso bajo 27— a= Wp
1—az! sen(wpgw})
_ wptwp
, z 1 +a cos( 5 ,
Paso alto o a= — Wp
14+ az~ cos( P2 P)
-2 -1
_ 270 —a1z7 " +aq
Paso banda 27! — 5 - a; = —QOJKL_H W, Wi
a2z % —ajz t+1
a, — E=1
27 K1
Cos(wugwl)
cos(w";wl)
_ Wy —Wi wp
, X = cot 5t tan 3
Supreso _1 27— a1z +as 90 L
upresor 27— a] = 20— Wy, Wy
U922 —ajz L+ 1 K+1 ;
_1-K
de banda az = 17k

Q

(]

7}

—

€

g

vl | [+
£
~— | —

K:tan%tan%

wp: frecuencia de corte normalizada del prototipo
w;:  frecuencia de corte normalizada inferior

wy: frecuencia de corte normalizada superior
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Apéndice A

Octave y Matlab

MatLab[12] y Octave[5] son programas utilizados en procesamiento numérico de datos, dentro
de lo cual figura el area de procesamiento digital de senales. Este apéndice es una brevisima
introduccion a la utilizacion del intérprete de ambos sistemas. Muchas de las funciones
disponibles para MatLab deben ser instaladas por aparte para el Octave, y pueden ser
encontradas en la base de datos del grupo que lo desarrolla [6].

La representacion grafica de senales de variable discreta en MatLab se realiza con la funciéon
stem. Por ejemplo:

nn = 0:30; % genere un vector de 31 elementos: 0, 1, 2 .. 30
sinus = sin(nn/2+1); % para cada x en nn genere sin(x/2+1)
stem(nn,sinus); % muestre valores en ’sinus’ para las muestras ’nn’

El punto y coma ’;’ le indica al MatLab que no debe mostrar el resultado de la operacion.
Si es omitido, el resultado se mostrara directamente.

Con los comandos hold y hold off se puede controlar si se debe graficar sobre la misma
imagen o no.

La funcién zeros(m,n) genera una matriz de m filas por n columnas. Asi que para generar
un impulso puede utilizarse

imp=zeros(20,1);
imp(5)=1;

Dependera de los indices generados para esta secuencia el niimero de muestra para el impulso.
Por ejemplo, con nn=-5:14 el retardo del impulso es -1 pero con nn=0:19 el retardo seria 4.

Para generar senales periddicas puede utilizarse el siguiente concepto:

= [0;1;1;0;0;0] * ones(1,8);
x(:);

el
|

o]
I
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Lo que ocurre en la primera linea es generar una matriz con ocho filas todas idénticas al vector
dado antes del simbolo ’+’. La segunda linea convierte la matriz a un vector concatenando
todas las filas, lo que equivale una senal periédica con N = 6 periodos.

Especial cuidado debe tenerse con la programacién eficiente en Octave. El uso de ciclos debe
ser evitado al maximo, y en vez de ello deben utilizarse las operaciones vectoriales en tanto
se pueda.

Por ejemplo, supéngase que necesita generar una secuencia x(n) con n desde —10 hasta 40,
que contenga un escalén unitario. Una implementacién ingenua e ineficiente es:

n=[-10:40];
X=n;
for i=1:length(n)
if n(i)<0
x(i)=0;
else
x(i)=1;
end
end

La version anterior funciona, pero requiere mucho mas tiempo que la versién utilizando los
conceptos del lenguaje en cuestion:

n=[-10:40];
x=(n>=0) ;

Lo anterior genera un vector con 0 si el elemento correspondiente en n es menor que cero y
1 en caso contrario.

Un concepto fundamental para la programacion eficiente es conocer la diferencia de sintaxis
entre los operadores (por ejemplo “x”), y los operadores precedidos por un punto (por ejemplo
“x7). El primero representa una operacién matricial, y requiere que las dimensiones de los
operandos a la izquierda y derecha sean compatibles con la operacion. El segundo caso aplica
el operador elemento por elemento a las dos matrices, que deben para ello tener exactamente
las mismas dimensiones.

Ejemplos:

[1 2 3]*%[1 -1 -2] 7% Retorna un error, porque el primero o el segundo vector
% deberian ser un vector columna.
[1 2 3]x[1 -1 -2]’ % E1 apéstrofe en el segundo vector indica que éste debe
% transponerse y por tanto es equivalente a un producto
% interno que devuelve el valor escalar -7
[1 2 3]’x[1 -1 -2] % Ahora esto equivale al producto externo y retorna una
% matriz 3x3.
[1 2 3].%x[1 -1 -2] % Multiplique elemento por elemento para retornar [1 -2 -6]
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